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Concentradores de tensão são quaisquer descontinuidades, mudanças de seção, 
entalhes, furos, etc., que causam a concentração de tensão, podendo ocasionar o aparecimento 
de falhas nos materiais, tais como trincas. Contudo, é quase impossível encontrar estruturas da 
engenharia sem algum tipo de concentrador de tensão. Desta forma, o presente trabalho tem 
como objetivo investigar o efeito da variação da razão de aspecto a/b, que é a razão entre os 
semieixos da elipse, sobre a trajetória realizada pela trinca ao se propagar a partir de furos 
elípticos, de modo a auxiliar no monitoramento de trincas nascidas em tais concentradores de 
tensão em componentes mecânicos e estruturais. Para tal fim, utilizou-se o caso de uma placa 
com uma trinca central submetida à tração CCT (Center Cracked Tension) modificada com 
dois furos simétricos em relação ao eixo y de forma a emular o modo misto de carregamento. 
Para o propósito do estudo aqui conduzido, ao CCT foi acrescido um furo elíptico central do 
qual duas trincas simétricas emanam. Antes, contudo, foi necessário fazer algumas 
verificações para que o modelo numérico de propagação da trinca, para o caso em estudo, 
pudesse ser validado. Primeiro, modelou-se o caso de uma placa submetida à tração com um 
furo elíptico central e duas trincas simétricas emanando do mesmo. Então, modelou-se o caso 
de uma placa com uma trinca central, caso este bem conhecido na literatura. Por último, 
modelou-se o caso de uma placa com uma trinca central submetida à tração CCT modificada 
com dois furos simétricos em relação ao eixo y. Em todos estes casos, a exemplo do caso em 
estudo nesta dissertação, os modelos foram submetidos à tração e realizou-se a extração dos 
fatores intensidade de tensão ( e ) em diversos pontos da trinca à medida que esta se 
propagava. Para tanto, rotinas para prever a trajetória da trinca para cada caso foram escritas 
na linguagem APDL (Ansys Parametric Design Language) do software de elementos finitos 
ANSYS, em que a inclinação incremental da trinca é calculada pelo critério MTS (Maximum 
Tensile Stress). Para a obtenção de  e , usados na previsão da trajetória da trinca em 
modo misto de carregamento, foi utilizada a ferramenta CINT do software de elementos 
finitos ANSYS, a qual usa o método da Integral  como base para os cálculos. Contudo, após as verificações e validações realizadas, concluiu-se que não houve efeito da variação da razão de aspecto (variou-se a razão de aspecto a/b de 3/ (1/6) a 3/12, fixando-se 
o semieixo maior da elipse a em 3 mm e variando-se apenas o semieixo menor b) na propagação da trinca em furos elípticos para o caso em estudo. 
 




 Stress concentrators are any discontinuities, section changes, notches, holes, etc., 
that cause the stress concentration, which can cause the appearance of faults in the materials, 
such as cracks. However, it is almost impossible to find engineering structures without some 
sort of stress concentrator. In this way, the objective of this work is to investigate the effect of 
the variation of the aspect ratio a/b, which is the ratio between the ellipse axes, on the 
trajectory realized by the crack when propagating from elliptical holes, in order to assist in the 
monitoring of cracks born in such stress concentrators on mechanical and structural 
components. For this purpose, the case of a central cracked plate subjected to traction CCT 
(Center Cracked Tension) modified with two holes symmetrical with respect to the y-axis was 
used in order to emulate the mixed loading mode. For the purpose of the study conducted 
here, a central elliptical hole was added to the CCT from which two symmetrical cracks 
emanate. Before, however, it was necessary to make some verifications so that the numerical 
crack propagation model, for the case under study, could be validated. First, the case of a 
traction plate with a central elliptical hole and two symmetrical cracks emanating from it was 
modeled. Then, the case of a plate with a central crack was modeled, case well known in the 
literature. Finally, the case of a central cracked plate subjected to traction CCT modified with 
two holes symmetrical with respect to the y-axis was modeled. In all these cases, as in the 
case study in this dissertation, the models were subjected to traction and the stress intensity 
factors ( and ) were extracted at different points of the crack as it propagated. For that, 
routines to predict the crack trajectory for each case was written in the APDL (Ansys 
Parametric Design Language) language of the ANSYS finite element software, in which the 
incremental slope of the crack is calculated by MTS (Maximum Tensile Stress) criterion. To 
obtain  and , used to predict the trajectory of the crack in mixed loading mode, the  finite 
element software ANSYS’s tool CINT was used, which uses J-Integral method as the basis 
for calculations. However, after verifications and validations, it was concluded that there was 
no effect of the variation of the aspect ratio (the aspect ratio a/b was varied from 3/ (1/6) to 
3/12, the greater semi-axis of the ellipse a was fixed in 3 mm and only the smaller semi-axis b 
was varied) in the propagation of the crack in elliptical holes for the case under study. 
 
Keywords: Stress concentrator, aspect ratio, crack propagation. 
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1.1 ASPECTOS GERAIS 
 
Falhas mecânicas catastróficas devido à propagação instável de trincas originadas em 
concentradores de tensão têm provocado prejuízo financeiro e causado mortes ao redor do 
mundo. Entender o processo de origem de uma trinca em uma dada descontinuidade e sua 
propagação até a falha é de fundamental importância para elaboração de planos de inspeção e 
manutenção em máquinas e equipamentos de forma a minimizar a ocorrência de tais 
processos deletérios. Um estudo realizado nos anos 2000 aponta que somente nos Estados 
Unidos o custo de fraturas e trincas em materiais da indústria gira em torno de 120 (cento e 
vinte) bilhões de dólares (SAOUMA, 2000). 
Peças estruturais e componentes mecânicos podem, por diversas causas como, por 
exemplo, uma falha na fabricação ou devido a um processo de fadiga, apresentar algum tipo 
de defeito, em escala micro ou macroscópica. Uma vez em serviço tais componentes 
necessitam avaliação regular, pois devido a questões econômicas nem sempre é viável a 
substituição de componentes com alguma trinca. Deste modo, faz-se crítico o monitoramento 
dessa trinca de maneira que a mesma não se propague e cause a falha desse componente. 
Nesse contexto e de acordo com a figura 1-1 abaixo a Mecânica da Fratura procura 
prover respostas quantitativas às seguintes perguntas (JANSSEN, 2004): 
 
1. Qual a resistência residual (resistência à falha) como função do tamanho da trinca? 
2. Qual o tamanho da trinca que pode ser tolerado sob serviço? Ou seja, qual é o tamanho 
máximo permitido para uma trinca? 
3. Quanto tempo leva para uma trinca crescer de certo tamanho inicial, por exemplo, o 
mínimo tamanho detectável de trinca, até o tamanho máximo permitido? 
4. Qual é a vida em serviço de uma estrutura quando se assume que um defeito tipo uma 
trinca existe? 
5. Com que frequência a estrutura deve ser inspecionada devido a trincas durante o 






          Figura 1-1 - O problema de trinca em estruturas na engenharia. (Modificado de JANSSEN, 2004). 
 
1.2 CASOS FAMOSOS DE FALHA POR PROPAGAÇÃO DE TRINCAS 
 
A Mecânica da Fratura ganhou importância durante a Segunda Guerra Mundial depois 
do caso de fratura frágil nos navios Liberty figura 1-2.  
 
 
Figura 1-2 - Navio Liberty partido ao meio. (HERTZBERG, 1996). 
 
No início da Segunda Guerra Mundial os EUA (Estados Unidos da América) estavam 
fornecendo à Grã-Bretanha navios e aviões. Assim, sob a supervisão de Henry Kaiser, um 




navios com grande velocidade. Estes novos navios ficaram conhecidos como Liberty e tinham 
uma carcaça soldada ao invés do tradicional projeto que usava rebites (ANDERSON, 2005). 
O programa foi um grande sucesso até que em 1943 um dos navios Liberty partiu-se 
ao meio, seguido mais tarde por outros. Dos quase 2700 navios Liberty fornecidos pelos EUA 
à Grã-Bretanha durante a Segunda Guerra, aproximadamente 400 apresentaram fraturas, dos 
quais 90 foram consideradas graves. Em 20 destes navios a falha foi total, destes, 10 partiram-
se ao meio. 
Investigações posteriores revelaram que as falhas nos navios Liberty ocorreram devido 
a três causas: 
• As soldas, feitas por trabalhadores pouco treinados, continham defeitos tipo trincas; 
• Muitas das fraturas iniciaram nos decks dos navios, em cantos de aberturas de formato 
quadro, os quais devido a esta geometria apresentam uma maior concentração local de 
tensão favorecendo o surgimento de trincas; 
• O aço usado no projeto tinha pouca tenacidade.  
 
 Em 1952 fora lançado o avião a jato comercial De Haviland Comet, figura 1-3, um 
grande sucesso na época. Contudo, em 1953, apenas um ano após seu lançamento, uma 
aeronave deste modelo, saindo de Calcutá, na Índia, partiu-se em pleno ar matando todos os 








Uma equipe de engenheiros e cientistas trabalhou na investigação para encontrar as 
causas do desastre. O que se concluiu das investigações foi que uma trinca de fadiga se 
originou no canto de uma abertura retangular feita na fuselagem para instalação de uma 
antena. Outro fator que contribuiu para o desastre fora o fato das janelas e portas possuírem 
cantos quadrados nos primeiros Comets, os quais atuavam como concentradores de tensão, 
aumentando as tensões locais e facilitando o aparecimento de trincas de fadiga devido às 
mudanças cíclicas de pressurização e despressurização das aeronaves o que favoreceu o 
aparecimento dessas trincas de fadiga. Como consequência dessa descoberta uma nova 
metodologia de projeto aeronáutico fora desenvolvida. Adotando-se janelas e portas com 
cantos arredondados para evitar concentração de tensão nos mesmos. 
 
 
Figura 1-4 - Plataforma de petróleo norueguesa Kielland. (Museu Norueguês do Petróleo). 
 
Em março de 1980, enquanto perfurava um campo de petróleo a plataforma 
norueguesa Kielland figura 1-4 acima afundou matando 123 pessoas. Investigações 
posteriores revelaram que trincas de fadiga pré-existentes propagaram-se a partir da solda de 
filete na estrutura tubular horizontal de contraventamento D6 da coluna de sustentação D 







          
     Figura 1-5 - Coluna D e o contraventamento D6 da Kielland. (Museu Norueguês do Petróleo). 
 
Além dos casos citados, há outros mais atuais que assinalam a relevância do presente 
trabalho. Não há praticamente nenhum projeto de engenharia que não tenha algum 
concentrador de tensão o qual possa levar ao surgimento de trincas cuja propagação instável 




1.3.1 Objetivo geral 
 
O presente trabalho visa à investigação do efeito da variação da razão de aspecto 
(razão entre os semieixos da elipse) na propagação de trincas em furos elípticos para o caso de 
uma placa do tipo CCT (Center Cracked Tension) modificado sob modo misto de 
carregamento e um furo elíptico central de modo a auxiliar no monitoramento de trincas 
nascidas em tais concentradores de tensão em componentes mecânicos e estruturais. Para 
tanto, criou-se uma rotina, em linguagem APDL (Ansys Parametric Design Language) no 
programa de elementos finitos ANSYS. 
 
1.3.2 Objetivos específicos 
 
a. Fazer um resumo da teoria da Mecânica da Fratura e suas principais técnicas para 




b. Desenvolver uma rotina na linguagem APDL do ANSYS capaz de prever a trajetória 
de propagação da trinca e extrair os fatores intensidade de tensão  e  de trincas 
emanando de um furo elíptico; 
c. Validar o caso em estudo através de simulações numéricas utilizando o método dos 
elementos finitos de casos já validados; 




• Importância tecnológica: uma maior compreensão dos processos de propagação de 
trincas em concentradores de tensão tais como furos elípticos, pode auxiliar no 
desenvolvimento de novos métodos de detecção e monitoramento das mesmas. 
• Importância econômica: estudos econômicos apontam um grande gasto com reparos e 
substituições de componentes mecânicos e estruturais devido a fraturas e presença de 
trincas. Uma maior compreensão e controle do fenômeno de propagação de trincas em 
concentradores de tensão tais como furos elípticos podem significar uma economia 
massiva de capital. 
• Importância humana: o desenvolvimento de novos e avançados métodos de detecção e 
monitoramento de trincas em concentradores de tensão tais como furos elípticos 






2. REVISÃO DA LITERATURA 
 
2.1 ASPECTOS GERAIS 
 
A presença de trincas em um dado componente de máquina, veículo, ou estrutura pode 
enfraquecê-los a ponto de fazê-los falhar devido à fratura.  Isto pode ocorrer mesmo sob 
tensões abaixo da tensão de escoamento do material, quando a falha normalmente não é 
esperada (DOWLING, 2007). Assim, quando trincas são difíceis de serem evitadas, uma 
metodologia especial chamada Mecânica da Fratura é empregada para ajudar na seleção de 
materiais e projeto de componentes visando minimizar a possibilidade de falha como no caso 
ilustrado pela figura 2-1 abaixo. 
 
 
Figura 2-1 - Tubo de propano que explodiu devido a uma trinca na solda. (DOWLING, 2007). 
 
Além das trincas, há também tipos diferentes de falhas que se assemelham a trincas e 
que podem facilmente se transformar em uma e precisam ser tratadas como se assim o 
fossem. Exemplos disso são arranhões profundos, vazios em soldas, inclusões de substâncias 
estranhas em materiais forjados e fundidos, e delaminações em materiais com camadas 
(DOWLING, 2007). Abaixo a figura 2-2 mostra uma trinca iniciando em uma inclusão na 






Figura 2-2 –  A seta amarela indica a região branca que representa uma trinca crescendo de uma inclusão não 
metálica (área escura) no aço AISI 4335 de um tubo de artilharia. (Modificado de DOWLING, 2007). 
 
A presença de trincas em um material geralmente é devido à defeitos introduzidos 
durante o processo de fabricação ou causados por carregamentos cíclicos, e se iniciam 
normalmente próximo aos concentradores de tensão, como entalhes, furos, etc., comumente 
presentes em componentes mecânicos e estruturais (CARVALHO, 1992). 
Deste modo, no projeto estrutural ou de componentes mecânicos um passo importante 
é a identificação do modo de falha mais provável e a aplicação por parte do projetista do 
critério de falha mais adequado. A fratura é um mecanismo de falha e é caracterizada como a 
formação de novas superfícies no material. No nível mais básico a característica primordial do 
processo é a quebra das ligações inter-atômicas do sólido. Do ponto de vista macroscópico, a 
fratura pode ser vista como a ruptura do componente em duas ou mais partes em decorrência 
da propagação de trincas. (ERDOGAN, 2000). 
Sendo a fratura uma separação total ou parcial em um componente é importante 
distinguir as fases de iniciação da trinca (que poderá ou não provocar uma fratura no 
componente) e a fase de propagação da mesma. Sendo que o processo de propagação da trinca 
poderá ser lento e estável ou rápido e instável. 
A iniciação da trinca ocorre em muitos materiais no processo de manufatura. Alguns 
exemplos são trincas internas em cerâmicas policristalinas devido a contrações termo-
anisotrópicas no resfriamento, e defeitos em estruturas soldadas em decorrência da fabricação 
e falhas no projeto. No passado, muita atenção foi dada a processos nos quais trincas 
microscópicas poderiam se iniciar. Contudo, mais recentemente, o consenso na engenharia é 
de que alguns tipos de trincas ou defeitos estarão inevitavelmente presentes em estruturas 
reais. Para minimizar o tamanho e severidade destes defeitos procura-se escolher o material, 
técnicas construtivas, e inspeções não destrutivas. O crescimento lento e estável da trinca 
ocorre quando a taxa de propagação da trinca pode ser controlada ajustando-se a carga 




Fadiga, tensão de corrosão e ruptura por fluência são tipos de fraturas caracterizadas por 
longos períodos de crescimento lento da trinca antes da fratura final rápida. Já o crescimento 
veloz e instável da trinca surge quando a combinação de material e condições de 
carregamento é tal que o crescimento da trinca continua a liberar mais energia do que o 
processo de fratura pode absorver. A trinca acelera rapidamente com o excesso de energia 
aparecendo como energia cinética do material ao redor da trinca. Sob esta condição poderá 
ocorrer altas velocidades de crescimento da trinca. O crescimento instável e rápido de trinca é 
certamente dramático e recebe maior atenção em estudos de fratura (DHARAN, 2016). 
 
2.2 CONCENTRADORES DE TENSÃO 
 
As fórmulas de tensão mais básicas utilizadas no projeto de componentes estruturais 
têm como premissa que estes componentes tenham uma seção constante ou a seção mude 
gradualmente. Contudo, é difícil de obter tal condição devido às regiões de alta tensão 
presente nos componentes de máquinas e estruturais reais. Entalhes, furos, mudanças 
abruptas, e assim por diante, têm como resultado a modificação na distribuição simples das 
tensões, por conta disto as altas tensões localizadas ocorrem como ilustrado na figura 2-3 
(PILKEY, 2008).  
 
 
Figura 2-3 - Entalhes e mudança de seção não gradual induzindo concentração de tensão num corpo de prova 




Concentradores de tensão são descontinuidades ou mudanças de seção em 
componentes mecânicos ou estruturais que levam a uma redistribuição do campo de tensão e 
deformação próximo a eles. Exemplos de tais concentradores são: entalhes, cantos vivos, 
furos, redução de seção, etc. Quase inexistem estruturas sem algum tipo de concentrador de 
tensão tais como defeitos no material, entalhes ou furos. Falhas devido à fadiga e cargas 
estáticas ocorrem tipicamente por conta de trincas ou danos originados em tais áreas de 
concentração de tensão (WEISSGRAEBER, 2016). Contudo tais descontinuidades na 
geometria dessas estruturas levam a um aumento local do campo de tensões. Estes locais de 
alta tensão são conhecidos como concentradores de tensão e são medidos pelo fator 
concentração de tensão. O fator concentração de tensão K é um modo de avaliar 
quantitativamente a concentração de tensão (DURELLI, 1981). O K pode ser definido como o 
quociente da tensão de pico no corpo e alguma outra tensão usada como referência como 
mostram as equações 2-1 e 2-2 abaixo: 
 I = KLMNKOPL                                                                 (1) 
 
 IQ = RLMNROPL                                                                (2) 
 
 
Em que as tensões )*+, e -*+, representam as tensões máximas esperadas para um 
componente sob cargas reais e as tensões nominais )./* e -./* representam as tensões de 
referência normal e cisalhante respectivamente. O sobrescrito t diferencia fatores 
concentração de tensão derivados de cálculos computacionais ou teóricos, ou mesmo de 
métodos de análise de tensão experimentais, como, por exemplo, fotoelasticidade, de fatores 
concentração de tensão obtidos em testes mecânicos, como testes de impacto. Assim, a tensão 
de pico no corpo tanto pode ser baseada na teoria da elasticidade quanto em testes de análise 
de tensão conduzidos em laboratório. Já a seleção da tensão nominal depende do tipo de 
problema envolvido. Sendo de grande importância a identificação correta da tensão de 
referência para o fator concentração de tensão de interesse. No que toca a teoria da 
elasticidade, a distribuição de tensão bidimensional de um corpo homogêneo e elástico sob 
carregamento conhecido é função única e exclusivamente da geometria desse corpo e não da 
propriedade do material. Dentro do espectro plástico pode-se querer diferenciar os fatores 
concentração de tensão e deformação os quais dependem da forma da curva tensão-




Os fatores concentradores de tensão são obtidos analiticamente da teoria da 
elasticidade, computacionalmente por meio do método dos elementos finitos e 
experimentalmente através de métodos como a fotoelasticidade, por exemplo. Se o trabalho 
experimental for feito com precisão adequada haverá concordância com a solução analítica 
para o fator concentração de tensão conhecido. A utilização de métodos computacionais, 
usualmente o método dos elementos finitos, modificou o uso e mesmo a necessidade dos 
fatores concentração de tensão. Muitas vezes a análise de tensão de um componente 
mecânico, por exemplo, é feito utilizando um método computacional, evitando-se desta forma 
o uso explícito de um fator concentração de tensão. Contudo, podem-se obter fatores 
concentração de tensão lançando mão de métodos computacionais para serem usados em 
estudos de projeto tradicional. Técnicas experimentais para obtenção de fatores concentração 
de tensão como a fotoelasticidade têm sido substituídas por técnicas computacionais as quais 
são mais flexíveis e mais eficientes (PILKEY, 2008). A figura 2-4 abaixo ilustra os métodos 
de obtenção do fator concentração de tensão supracitados. 
 
 
Figura 2-4 – Exemplo de uma barra sob tensão. Em (a) temos uma representação do espécime. Em (b) sua 




No que tange à precisão dos fatores concentração de tensão, infelizmente seu uso na 
análise e projeto de componentes reais não é tão confiável quanto sua fundamentação teórica. 
As soluções derivadas da teoria da elasticidade se baseiam na premissa de que o material em 
análise deve ser homogêneo e isotrópico. Contudo, materiais reais não são homogêneos ou 
uniformes e pode inclusive possuir algum defeito. Dados são necessários e efeitos direcionais 
devem ser levados em conta. Informações existentes devem ser revisadas e o julgamento do 
projetista no desenvolvimento de soluções aproximadas razoáveis deve, em caso de dúvida, 
visar à segurança. Por outro lado, a utilização de tais métodos tem se mostrado satisfatório 
(PILKEY, 2008). 
 É preciso ressaltar que os efeitos de concentradores de tensão não ocorrem apenas em 
descontinuidades como furos, entalhes, etc., mas também em defeitos mesoscópicos presentes 
em um dado componente. Além do mais, materiais frágeis evidenciam mais estes efeitos do 
que materiais dúcteis, devido à redistribuição de tensões na região da trinca que pode haver 
nestes casos, posto que a deformação plástica apenas ocorrerá quando as tensões equivalentes 
excederem o limite de escoamento do material. 
 É importante frisar que a amplitude da tensão depende da direção e da geometria da 
trinca. O módulo da tensão na ponta da trinca arrefece à medida que os pontos analisados se 
distanciam da extremidade da mesma. Em pontos mais distantes da ponta da trinca, a tensão 
será próxima ou igual à tensão nominal. 
 
2.3 UM BREVE HISTÓRICO DA MECÂNICA DA FRATURA 
 
O objeto de estudo da Mecânica da Fratura é o fenômeno da falha por fratura, ou seja, 
de componentes contento algum tipo de trinca macroscópica. Assim, a Mecânica da Fratura 
provê as bases teóricas para o projeto de componentes estruturais e mecânicos que utilize 
materiais que possuam algum tipo de defeito como trincas, possibilitando uma abordagem 
racional para avaliar o grau de confiabilidade e segurança de componentes em uso que 
contenha algum desses defeitos, e também ajuda a calcular a vida de um dado componente 
com trinca sujeito a cargas cíclicas flutuantes, corrosão, fluência ou uma combinação destas 
(MAITI, 2015).  
A Mecânica da Fratura surge a partir dos esforços de diversos pesquisadores e 
engenheiros que ao longo de décadas e através de experimentações reuniram as bases do que 




Griffith (GRIFFITH, 1920) que ao estudar o comportamento de materiais frágeis concluiu que 
a discrepância entre a resistência ideal e real desses materiais era devido à presença de trincas 
(DHARAN, 2016). O conceito básico por trás da nova teoria de Griffith é que como os 
líquidos, os sólidos também possuem uma energia de superfície e para a trinca propagar ou 
aumentar sua área a energia de superfície correspondente precisa ser compensada pela energia 
externamente adicionada ou internamente liberada (ERDOGAN, 2000). 
Griffith lançando mão da solução empregada por Inglis (INGLIS, 1913) na qual, para 
uma placa uniformemente carregada com um furo elíptico, calculou-se o aumento da energia 
de deformação e usando a teoria do balanço de energia obteve a tensão correspondente à 
fratura: 
 
) = STUV∗X+ YZ/T                                                                 (3) 
 
Onde \∗  =  \ (módulo de Young) para o estado plano de tensão e \∗ = \]1 − =T) 
para o estado plano de deformação, 0 é a energia específica de superfície e a é a metade do 
comprimento da trinca. Assim, a maior contribuição de Griffith com relação à fratura de 
sólidos frágeis foi sua capacidade de resolver o paradoxo da tensão infinita reconhecida antes 
por Westergaard e mostrar que a tensão de fratura é dependente do tamanho da falha ou 
defeito através da expressão ) = `/√;, na qual m é uma constante do material. Ele também 
verificou esta expressão ao fazer experimentos em tubos de vidro pressurizados e bulbos 
esféricos com trincas de diversos tamanhos. 
Nada mais foi desenvolvido neste campo até Westergaard (WESTERGAARD, 1939) 
formular uma expressão para o campo de tensão próximo a zona da trinca. Assim, até a 
Segunda Guerra Mundial a Mecânica da Fratura não passava de uma curiosidade científica. 
Contudo, após os catastróficos eventos que ocorreram durante e após esta, como o caso já 
citado dos navios Liberty e dos aviões a jato Comet a Mecânica da Fratura recebeu um grande 
impulso no seu desenvolvimento. Foi então que na década de 1950 um pesquisador da 
Marinha Americana chamado Irwin (IRWIN, 1960), que lançando mão das teorias de Griffith, 
fez seu aporte à mecânica da fratura. Sua primeira contribuição foi estender aos metais a 
teoria de Griffith, levando em conta o escoamento na ponta da trinca. Dando origem à teoria 
modificada de Griffith. Introduziu o conceito de fator intensidade de tensão (FIT) e o conceito 




Em 1962, Paris (PARIS, 1962) desenvolveu uma equação empírica relacionando a 
variação do FIT com a taxa de crescimento da trinca. Devido a limitações da Mecânica da 
Fratura Linear Elástica (MFLE) surgem estudos que levam ao desenvolvimento da Mecânica 
da Fratura Elasto-Plástica (MFEP). Nesse contexto surgem os estudos de Wells (WELLS, 
1961) que, lançando mão do CTOD (Crack Tip Opening Displaciment), caracteriza a 
resistência de uma trinca em um material com comportamento elasto-plástico. Depois Rice 
(RICE, 1968) introduz o conceito de integral J, que é taxa de variação da energia potencial 
para um sólido elástico não linear ao longo da trinca. Shih e Erdogan (SHIH, 1976) 
introduzem o modelo de propagação de trinca em diferentes modos de deslocamento. Muito 
da fundamentação teórica da Mecânica da Fratura Dinâmica foi desenvolvida no período entre 
1960 e 1980. 
O campo da Mecânica da Fratura amadureceu nas últimas duas décadas do século 
vinte. A aplicação dessa tecnologia a problemas práticos é tão notável que a Mecânica da 
Fratura é agora considerada uma disciplina bem estabelecida da engenharia. Modelos mais 
sofisticados para comportamento de materiais estão sendo incorporados na análise da 
Mecânica da Fratura. Enquanto nos anos de 1960 a plasticidade era a grande preocupação, 
trabalhos mais recentes deram um passo além ao lidar com viscoelasticidade e 
viscoplasticidade. A Mecânica da Fratura também tem sido usada para a caracterização de 
materiais compósitos. Outra tendência em pesquisas recentes tem sido o desenvolvimento de 
modelos microestruturais para a fratura e modelos que relacionam o comportamento a fratura 
local e global de materiais (ANDERSON, 2005).  
A tecnologia tem auxiliado tanto o desenvolvimento quanto a aplicação da Mecânica 
da Fratura. Bem como tem gerado novas áreas de pesquisa da mesma. Problemas encontrados 
na indústria microeletrônica têm levado à pesquisa ativa da fratura de interface e da fratura de 
escala nanométrica (ANDERSON, 2005). 
 
2.4 TEORIAS DA MECÂNICA DA FRATURA 
 
A Mecânica da Fratura é o ramo da Mecânica que versa sobre o comportamento de 
componentes mecânicos/estruturais à fratura. Tais componentes contêm defeitos ou trincas 
como os encontrados no mundo real. A resistência dos materiais se baseia em propriedades 
dos materiais como resistência ao escoamento ou resistência à ruptura, mas não leva em conta 




e avalia quantitativamente a resistência do mesmo à propagação de uma trinca. Qualquer 
defeito, mesmo microscópico, pode levar uma estrutura à falha catastrófica, sendo estes 
inevitáveis na prática por mais que o processo de fabricação seja meticuloso. 
A Mecânica da Fratura se subdivide em dois ramos. O primeiro a surgir foi a 
Mecânica da Fratura Linear Elástica (MFLE) e soluciona as limitações dos conceitos clássicos 
da resistência dos materiais relativas à presença de trincas em materiais frágeis ou quase-
frágeis como alguns aços de alta resistência e baixa liga muito utilizados na indústria 
aeronáutica. Já a Mecânica da Fratura Elasto-Plástica (MFEP) aplica os critérios da Mecânica 
da Fratura Linear Elástica para materiais dúcteis, nos quais a condição de escoamento de 
pequena escala na região à frente da ponta da trinca não é atendida invalidando assim as 
considerações de um campo de tensões elásticas na ponta da trinca controlando o processo de 
fratura.  
 
2.4.1 Mecânica da Fratura Linear Elástica 
 
A Mecânica da Fratura Linear Elástica (MFLE), lançando mão de conceitos advindos 
da teoria da elasticidade, avalia problemas relacionados à fratura de materiais em regime 
predominantemente elástico. Assim, a MFLE só é válida quando a deformação inelástica 
presente na região à frente da ponta da trinca é pequena se comparada ao tamanho da mesma, 
o que é chamada de condição de escoamento de pequena escala. Se uma grande zona de 
deformação plástica se forma antes do crescimento da trinca então a MFLE não é mais 
aplicável devendo-se recorrer à Mecânica da Fratura Elasto-Plástica (MFEP). 
 
2.4.1.1 Modos de Carregamento 
 
Todo sistema de tensão nas proximidades da ponta da trinca pode ser classificado em 
três tipos elementares, cada qual associado a um modo local de deslocamento das superfícies 










Figura 2-5 - Modos de carregamento da trinca. (Modificado de JANSSEN, 2004). 
 
Um corpo trincado pode ser carregado em qualquer um dos três modos acima 
ilustrados ou com uma combinação dos três. Sendo o Modo I conhecido como o modo de 
abertura e consiste simplesmente nas faces da trinca se afastando perpendicularmente uma da 
outra. O segundo modo (Modo II) é o modo de deslizamento (cisalhamento), ou seja, as faces 
da trinca deslizam uma em relação à outra na direção normal à borda. Já o Modo III é o modo 
de rasgamento e também consiste no deslizamento das faces da trinca, mas neste caso o 
deslizamento se dá na direção paralela à borda (TADA, 2000). A causa do Modo I é carga de 
tração, já os outros dois modos (Modo II e Modo III) são causados por carga de cisalhamento 
em diferentes direções, como mostrado (DOWLING, 2007). Associado a cada modo de 
carregamento de trinca existe um fator intensidade de tensão KI, KII, KIII, respectivamente para 
os modos I, II e III. Em muitos casos práticos da engenharia o modo de carregamento I é o 
mais comumente encontrado, contudo, a propagação de trincas pode ocorrer também pela 
combinação destes modos, em especial dos Modos I e II. 
 
2.4.1.2 Problemas Plano Elástico 
 
Para ser classificado como um problema plano elástico o problema em questão deve 
possuir algumas características. A geometria de um corpo plano como o mostrado na figura 2-
6 consiste de uma região uniforme com espessura t e duas regiões paralelas ao plano x-y e por 




forças de corpo não devem variar na direção z ou ter componentes nesta direção 
(BUDYNIAS, 1998).  
 
 
Figura 2-6 - Corpo plano elástico. (Modificado de BUDYNAS, 1998). 
 
Se uma placa fina é carregada com forças aplicadas à borda, paralela ao plano da placa 
e distribuída uniformemente sobre a espessura da placa, então os componentes de tensão )2, -,2 e -52 são iguais à zero em ambas as faces da placa e pode-se assumir que são igualmente 
iguais à zero dentro da placa. O estado de tensão é especificado apenas pelos componentes 
das tensões ),, )5 e -,5. A isto é chamado estado plano de tensão. Podendo-se assumir que 
estes três componentes são independentes de z, ou seja, eles não variam com a espessura da 
placa t. Sendo função apenas de x e y (TIMOSHENKO, 1982). Assim, para o estado plano de 
tensão temos: 
 )2 =  -52 =  -2, = 0                                                           (4) 
 
Uma simplificação idêntica pode ser feita no outro extremo quando a dimensão do 
corpo na direção z é muito grande (TIMOSHENKO, 1982). No estado plano de deformação t 
é grande (com o caso limite de t→ ∞). Assim, as deformações na direção z são pequenas e as 
deformações nas direções x e y não são funções da direção z (BUDYNAS, 1998). Para o 
estado plano de deformações temos: 




2.4.1.3 Taxa de Liberação de Energia de Deformação G 
 
Um componente qualquer com uma trinca e um comportamento do material assumido 
como linear-elástico submetido ao modo de carregamento I (modo de abertura) e uma força P 
é mostrado na figura 2-7. De forma idêntica ao que ocorre com uma mola, a energia potencial 
U é armazenada. Se a trinca se mover por um pequeno espaço da enquanto o deslocamento é 
mantido constante, a rigidez do componente decresce. O que resulta na diminuição da energia 
potencial pela quantidade dU. Assim, U decresce devido à liberação desta quantidade de 
energia. A taxa da mudança de energia potencial com o aumento da área da trinca é definida 
como taxa de liberação da energia de deformação como demonstra a equação (6) 
(DOWLING, 2007): 
 
c = − ZI ded+                                                                  (6)  
Onde a mudança na área da trinca t (da) (sendo t a espessura do componente trincado) 
e o sinal negativo fazem com que G tenha, assim, um valor positivo. Desta forma, G 
caracteriza a energia por unidade de área trincada requerida para a extensão da trinca. 
 
 
Figura 2-7 - Componente trincado sob modo I e força P. (a) Energia potencial armazenada no componente. (b) 
Diminuição da rigidez do componente devido ao crescimento da trinca. (DOWLING, 2007). 
 
Segundo a ideia original de Griffith achava-se que toda a energia potencial liberada 
seria usada na criação de novas superfícies livres nas faces das trincas. Isto é parcialmente 




dúcteis, a maior parte desta energia pode ser usada na deformação destes na zona plástica na 
ponta da trinca. Irwin, ao aplicar G em metais, mostrou que o conceito era válido mesmo sob 
a condição de pequena zona plástica na ponta da trinca (DOWLING, 2007). 
 
2.4.1.4 Fator Intensidade de Tensão (FIT) 
 
Em termos gerais, o fator intensidade de tensão K caracteriza a magnitude das tensões 
na vizinhança da ponta da trinca de um material linear-elástico e isotrópico (DOWLING, 
2007). A figura 2-8 abaixo mostra um sistema de coordenadas que descreve as tensões na 
vizinhança de uma trinca. As coordenadas polares r e & estão no plano x-y normais ao plano 
da trinca, enquanto a direção z está paralela à borda da mesma (DOWLING, 2007): 
 
 
Figura 2-8 – O sistema de coordenadas tridimensional na ponta da trinca. (Modificado de DOWLING, 2007). 
 
Para qualquer caso do modo de carregamento I (modo de abertura), as tensões 
próximas à ponta da trinca dependem de r e & como mostra as equações que se segue. 
 ), =  fg√TXh cos SETY i1 − sen SETY sen SjET Yk + ⋯                                        (7) 
 
)5 =  fg√TXh cos SETY i1 − sen SETY sen SjET Yk + ⋯                                        (8) 
 





)2 = 0 ]nop;:q rs;tq :n pntoãq)                                                   (10) 
 )2 = =u), + )5v  ]nop;:q rs;tq :n :n7qw`;çãq; 62 = 0)         (11) 
 -52 = -2, = 0                                                                    (12) 
 
Tais equações derivam da Teoria da Elasticidade e descrevem o campo de tensão 
próximo à ponta da trinca. Cada uma das equações mostradas representa o primeiro termo de 
uma série. Na proximidade da ponta da trinca estes primeiros termos dão uma descrição 
satisfatoriamente precisa dos campos de tensão na ponta da trinca, desde que os termos 
seguintes de ordem mais alta sejam pequenos se comparados àqueles (BROEK, 1982). As 
funções das coordenadas r e & são explícitas nas equações (7) a (9). Estas podem ser escritas 
da forma generalizada: 
 
)89 =  fg√TXh 789]&)                                                        (13) 
Com, 
  = )√y;                                                              (14) 
 
Todo o campo de tensões na ponta da trinca é conhecido quando se conhece KI. Duas 
trincas com tamanhos diferentes têm o mesmo campo de tensões quando submetidas a cargas 
com tensões equivalentes. Neste caso, KI é o mesmo para ambas as trincas (BROEK, 1982). 
Caso um componente seja relativamente fino na direção z se aplica a estado plano de 
tensão onde )2 = 0. Porém, se este mesmo componente for relativamente espesso, então neste 
caso o mais razoável é o estado plano de deformação em que 62 = 0 onde a lei de Hooke 
requer que )2 dependa das outras tensões e do coeficiente de Poisson (DOWLING, 2007). 
Nas equações (7) a (9) descritas acima, cujos componentes são diferentes de zero, 
todos estes se aproximam do infinito quando r tende a zero. Isto ocorre devido ao fato destas 
tensões serem proporcionais ao inverso de √w. Desta forma, uma singularidade matemática é 
dita existir na ponta da trinca e nenhum valor de tensão na ponta da trinca é dado. Nota-se 
também que todas as tensões diferentes de zero das equações acima são proporcionais à 
quantidade KI e os fatores remanescentes meramente fornecem a variação com r e &. Desta 




pelo valor de KI. Assim, KI é a medida da severidade da trinca (DOWLING, 2007). Uma 
definição matemática de KI seria: 
 
 = limh,E→F])5√2yw)                                                 (15) 
 
Ou de uma forma mais conveniente como: 
 
 = |}√y;                                                          (16) 
 
Onde F (fator de forma) é necessário para diferentes tipos de geometrias. A quantidade 
F é função do quociente ;/~. No qual a representa a metade do tamanho da trinca e W é a 
largura do componente em análise. S é a tensão aplicada. 
 
2.4.1.5 Relação entre K e G 
 
Foram discutidos dois parâmetros que descrevem o comportamento de trincas. O 
parâmetro K caracteriza as tensões, deformações e deslocamentos próximos à ponta da trinca. 
O parâmetro G quantifica a mudança na energia potencial que acompanha o crescimento da 
trinca. A taxa de liberação de energia G descreve um comportamento global, enquanto K é um 
parâmetro local. K e G são univocamente relacionados para materiais com comportamento 
linear-elástico (ANDERSON, 2005). 
 
As quantidades K e G pode ser relacionar da seguinte forma:  
 
c = fV                                                                      (17) 
 
No qual E’ é obtido do módulo de Young (módulo de elasticidade) e do coeficiente de 
Poisson (=): 
 \ = \                  ]pntoãq rs;t;; )2 = 0)             (18) 
 




De forma análoga: 
 
 = √c\′                                                                  (20) 
 
Como K e G são diretamente relacionados pelas equações (17) e (20) apenas um destes 
conceitos é necessário. No presente trabalho será empregado primordialmente K. 
 
2.4.1.6 Tenacidade à Fratura 
 
O crescimento da trinca irá ocorrer quando as tensões e deformações na ponta da 
trinca atingirem um valor crítico. Assim, a fratura deve ser esperada quando KI atingir o valor 
crítico KIC (ou seja, quando KIC for maior do que KI). O valor crítico KIC é um parâmetro do 
material. KIC é uma medida da resistência à trinca de um material. Assim, KIC é chamado de 
tenacidade à fratura em estado plano de deformação. Se KIC é um parâmetro do material o 
mesmo valor de KIC deve ser encontrado para dois espécimes, feitos do mesmo material, sob 
diferentes condições de carregamento, diferentes geometrias, e com comprimentos de trinca 
diferentes. Materiais com baixa tenacidade à fratura podem tolerar apenas pequenas trincas 
(BROEK, 1982). Materiais frágeis tendem a ter baixa tenacidade à fratura, enquanto que 
materiais dúcteis tendem a apresentar altos valores. Valores típicos de tenacidade à fratura de 
três materiais de alta resistência são dados na tabela 2-1 abaixo. 
 
Tabela 2-1- Valores de Tenacidade à Fratura. 
 
Resistência a Tração 
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O tamanho da trinca que pode ser tolerado pelos materiais mostrados na tabela 1 acima 
antes da resistência residual destes cair pela metade é determinado por: 
 
)> = fg√X+ = KT                                                         (21) 
Ou 
; = X fgK                                                             (22) 
 
Sendo )> a tensão crítica e )? a resistência à tração do material. 
 
A figura 2-9 abaixo mostra a curva da resistência residual destes três materiais da 




Figura 2-9 - Tenacidade à fratura de três materiais de alta resistência. (a) Resistência residual como uma função 




A consequência dessa fórmula é que )> tende ao infinito quando o tamanho da trinca a 
tende a zero. Obviamente o material com maior tenacidade à fratura tem a maior resistência 
residual. Como mostrado na figura acima a liga de alumínio pode tolerar por mais tempo a 
presença de trincas do que os demais. Isto é devido ao fato da liga de alumínio ter a maior 
quociente tenacidade à fratura/resistência à tração (BROEK, 1982). 
 
2.4.1.7 Tamanho da Zona Plástica na Ponta da Trinca 
 
A análise linear-elástica da tensão de trincas agudas prediz a ocorrência de tensões 
infinitas na ponta da trinca. Contudo, em materiais reais essas tensões na ponta da trinca são 
finitas devido ao fato do raio da ponta da trinca ser finito (ANDERSON, 2005). Há uma 
singularidade na ponta da trinca. Mas como materiais estruturais deformam plasticamente 
acima da tensão de escoamento, na verdade haverá uma zona plástica ao redor da ponta da 
trinca. Assim, a solução elástica não será mais incondicionalmente aplicável (JANSSEN, 
2004). Contudo, é possível continuar a usar a MFLE se algumas correções forem feitas e a 
deformação plástica for pequena em comparação ao tamanho da trinca e a geometria do 
sistema. 
Há duas abordagens diferentes para estimativa do tamanho da zona plástica na ponta 
da trinca. Aqui será tratada a abordagem dada por Irwin (IRWIN, 1961) figura 2-10. 
 
 
Figura 2-10 - Estimativas do tamanho da zona plástica de primeira e segunda ordem (ry e rp respectivamente). A 
área com hachura representa a carga que deve ser redistribuída, resultando em uma zona plástica muito maior. 




Irwin demonstrou que o componente da tensão elástica deve ser redistribuído para 
satisfazer o equilíbrio devido ao componente da tensão plástica (JENSEN, 2015). Ele 
descobriu que o raio w3
 
da zona plástica é determinado pela tensão de escoamento ()@A): 
 
)@A = fgTXh                                                           (23) 
↓ 
w5 = ZTX S fgKYT                                                        (24) 
↓ w = 2w5                                                              (25) 
 
Para descrever a variação da tensão do fator intensidade de tensão K um comprimento 
efetivo de tamanho de trinca deve ser considerado: 
 ;BCC = ; + w5                                                        (26) 
 




                                                    (27) 
 
Uma zona plástica na ponta de uma trinca na extensão da espessura inevitavelmente 
irá contrair-se na direção da espessura ao longo da frente da trinca. Se a espessura da placa é 
da ordem da zona plástica ou menor, esta contração acontecerá livremente e o estado plano de 
tensão prevalecerá. Contudo, se a largura da placa é muito maior do que o tamanho da zona 
plástica, a contração é limitada pelo material elástico que circunda a zona plástica. O que 
significa que a deformação na direção da espessura será menor e o estado plano de 
deformação prevalecerá neste caso (JANSSEN, 2004). 
A ocorrência do estado plano de tensão ou do estado plano de deformação na ponta da 
trinca tem um grande efeito no comportamento plástico do material. A deformação plana 




(JANSSEN, 2004). Assim sendo, a equação (23) só é válida para o estado plano de tensão, 
para o estado plano de deformação w3 deve ser igual a: 
 
w5 = ZX S fgKY                                                            (28) 
 
A outra abordagem para a estimativa do tamanho da zona plástica na ponta da trinca foi 
primeiramente proposta por Dugdale e Bareblatt e é conhecida como o Strip-Yield Model. 
 
2.4.2 Mecânica da Fratura Elasto-Plática (MFEP) 
 
A Mecânica Da Fratura Linear Elástica (MFLE) é limitada pela condição de 
escoamento de pequena escala na qual a zona plástica na ponta da trinca deve ser menor do 
que a zona de dominância de K (região ao redor da zona plástica em que o material se 
comporta de forma elástica) e qualquer dimensão geométrica relevante. É virtualmente 
impossível satisfazer esta condição para materiais de baixa resistência e alta tenacidade à 
fratura que deformam plasticamente de forma extensiva e cuja ponta da trinca fica obtusa 
antes do início do crescimento da trinca (KANNINEN, 1985). A figura 2-11 mostra o alcance 
da (MFLE) e da (MFEP). 
 
 
Figura 2-11 - Alcance da (MFLE) e da (MFEP) para descrever o comportamento à fratura.  




A Mecânica da Fratura Elasto-Plástica é aplicada a matérias que exibem um 
comportamento não dependente no tempo e não linear (i.e., deformação plástica). Aqui dois 
parâmetros elasto-plásticos são introduzidos: Crack Tip Opening Displacement (CTOD) e a 
integral J. Estes dois parâmetros descrevem as condições na ponta da trinca em materiais 
elasto-plásticos, e podem ser usadas como um critério de fratura. Valores críticos do CTOD e 
da integral J dão uma medida independente do tamanho para a tenacidade à fratura, mesmo 
para relativamente grandes quantidades de plasticidade na ponta da trinca. Há limites para a 
aplicação do CTOD e da integral J, mas estes são muito menos restritos do que os requisitos 
de validade da Mecânica da Fratura Linear Elástica (ANDERSON, 2004).  
 
2.4.2.1 Crack Tip Opening Displacement (CTOD) 
 
Ao tentar medir valore de > em aços estruturais Wells (WELLS, 1961) descobriu 
que estes materiais tinham alta tenacidade e não podiam ser caracterizados pela Mecânica da 
Fratura Linear Elástica (MFLE). Enquanto examinava espécimes fraturados ele notou que as 
faces das trincas haviam se movido antes da fratura. A deformação plástica tornou obtusa uma 
trinca inicialmente aguda como mostrado na figura 2-12. A alta tenacidade do material é 
proporcional à obtusidade da trinca. Esta constatação levou Wells a propor a abertura da ponta 
da trinca (Crack Tip Opening Displacement) como uma medida da tenacidade à fratura de 
materiais. Sendo este parâmetro conhecido como CTOD (ANDERSON, 2005). 
 
 
Figura 2-12 - CTOD. Uma trinca aguda se torna obtusa devido à deformação plástica resultando num 





Figura 2-13 - Estimativa do CTOD baseado no deslocamento da trinca efetiva na correção da zona plástica feita 
por Irwin. (Modificado de ANDERSON, 2005). 
 
Wells fez uma análise aproximada para relacionar o CTOD ao fator intensidade de 
tensão K no limite da condição de pequeno escoamento. Irwin (IRWIN, 1961) postulou que a 
plasticidade na ponta da trinca como mostrado na figura 2-13 acima faz com que essa se 
comporte como se fosse um pouco mais longa do que realmente é ; +  w3. Deste modo, 
podemos estimar o CTOD resolvendo o deslocamento físico da ponta da trinca, assumindo 
como comprimento da trinca seu comprimento efetivo ; +  w3. Assim: 
 
5 = ZT  hTX                                                          (29) 
Que é igual a: 
V  hTX                                                                (30) 
 
Sendo E’ o módulo de Young efetivo. E a correção da zona plástica para a tensão 
plana de Irwin (IRWIN, 1961) é: 
 
w5 = ZTX S fgKYT                                                         (31) 
 
Substituindo a equação (31) em (30), teremos: 
 




Onde (%) é o CTOD. O CTOD também pode ser relacionado à taxa de liberação de 
energia G através da equação abaixo: 




% = X ¡K                                                             (34) 
 
Desta forma, na condição de escoamento de pequena escala na ponta da trinca, CTOD 
pode ser relacionado à  e G. O CTOD é apropriado para a caracterização da ponta da trinca 
quando a Mecânica da Fratura Linear Elástica (MFLE) não mais é válida.  
 
2.4.2.2 A Integral J 
 
O conceito de integral J foi primeiramente proposto por Rice (RICE, 1968). Tomando 
como base a abordagem energética, Rice formulou J como uma integral de linha que 
independe do caminho, com um valor igual ao decrescimento da energia potencial por 
incremento no tamanho da trinca em materiais elásticos e não elásticos. Esta independência 
no caminho implica que J pode ser visto como uma medida da intensidade das tensões e 
deformações na ponta de trincas e também de entalhes. Desta maneira a integral J pode ser 
tanto um parâmetro de energia, comparável à taxa de liberação de energia G, quanto ao fator 
intensidade de tensão K (JANSSEN, 2004). A equação para a taxa de liberação de energia 
para um caso 2-D elástico tem como expressão: 
 
 = ¢ S<:3 − £¤¥ ¦?§¨¨ ¨¦, :oY©                                                (35) 
 
No qual Ti são os componentes do vetor tração; 
O ui são as componentes do vetor deslocamento; Γ é o caminho qualquer ao redor da trinca; 
O ds é o incremento no comprimento ao longo do caminho Γ; 
E U é a densidade de energia de deformação e é definida pela fórmula (36) abaixo. 




E )89o tensor de tensão. 
 
< = ¢ )89:689ª«¬F                                                          (36) 
 
 
Figura 2-14 - Contorno arbitrário ao redor da ponta da trinca. (ANDERSON, 2005). 
 
Assim, a integral J é uma versão mais geral da taxa de liberação de energia G. Para o 
caso especial de materiais com comportamento linear elástico, o parâmetro de fratura elasto-
plástica integral J equivale à taxa de liberação de energia potencial G.  
 = G                                                                   (37) 
 
A relação entre a integral J e o fator intensidade de tensão K é dada por: 
 
 = fgV  ]nop;:q rs;tq :n pntoãq)                                      (38) 
 
 = ]Z)fgV  ]nop;:q rs;tq :n :n7qw`;çãq)                            (39) 
 
2.5 TRAJETÓRIA DE PROPAGAÇÃO DA TRINCA EM MODO MISTO DE 
CARREGAMENTO 
 
 Quando a trinca se propaga em um campo de tensão não homogêneo, seu caminho é 
geralmente curvado. Existem vários métodos utilizados para prever a direção de propagação 




(SHI, 1972), o critério da máxima taxa de liberação de energia (SHI, 1974), e o fator 
densidade de energia de deformação estacionária de Shi (SHI, 1972). O critério MTS, 
utilizado no presente trabalho, afirma que, para um material isotrópico sob modo misto de 
carregamento, a trinca se propagará na direção normal à máxima tensão de tração tangencial. 
Em coordenadas polares essa tensão tangencial é igual a: 
 
)E = Z√TXh ­qo ET i­qoT ET − jT ont&k                                    (40) 
 
 A direção normal da máxima tensão tangencial pode ser obtida solucionando :)E/:& = 0. Uma solução não trivial é dada por: 
 ont& + ]3­qo& − 1) = 0                                           (41) 
 
O qual pode ser resolvido como: 
&F = ±­qoZ °jfgg fg fg±fggfg²fgg ³                                         (42) 
 
 O ângulo &F é o ângulo entre o plano de propagação da trinca e o plano original da 
mesma e depende de . Assim, para  = 0, &F = 0°; para  < 0,&F > 0; e para  > 0, &F 
< 0. Para assegurar que a tensão de abertura associada à direção da trinca e sua extensão é 
máxima, o sinal de &F deve ser oposto ao sinal de  (ARAÚJO, 2000), como exibido na 
figura 2-15 abaixo. Segundo (LANDES, 1994)  e  serão negativos se as tensões 
principais )Z e )T respectivamente também o forem. 
 
 




2.6 ELIPSE E A RAZÃO DE ASPECTO 
 
 Sendo dois pontos quaisquer F1 e F2 do plano e sendo 2c a distância entre eles, elipse 
nada mais do que o conjunto dos pontos P do plano cuja soma da distância de sua 
extremidade à F1 e F2 é igual à constante 2a, sendo 2a > 2c. 
 
 
Figura 2-16 – Elementos da elipse. (RIGONATTO, 2018). 
 
Elementos da Elipse: 
 
F1 e F2 → são os focos; 
C → Centro da elipse; 
O segmento A1A2 é o maior eixo da elipse e sua medida é a soma da definição 2a; 
O segmento B1B2 é o menor eixo da elipse e sua medida corresponde a 2b; 
2c → distância focal; 
2a → medida do eixo maior; 
2b → medida do eixo menor; 
c/a → excentricidade. 
 
 Existe a relação de Pitágoras entre os elementos a,  b e c→ a2 = b2+c2. 
 A razão de aspecto da elipse é a razão entre o semieixo maior a e o semieixo menor b. 
Esta razão determina as diferentes dimensões que elipse pode assumir. Por exemplo, quando 





3. MECÂNICA DA FRATURA NUMÉRICA 
 
3.1 MECÂNICA DA FRATURA E O MÉTODO DOS ELEMENTOS FINITOS 
 
Embora através da mecânica da fratura seja possível conhecer o comportamento do 
campo de tensões na ponta da trinca para diversas geometrias de forma analítica, para muitos 
problemas reais da engenharia, devido a carregamentos arbitrários e geometrias complexas, a 
utilização de métodos numéricos tornou-se uma exigência. Há uma variedade grande de 
métodos numéricos tais como, método dos elementos de contorno, o método das diferencias 
finitas e o método dos elementos finitos. Sendo que este último é um dos mais utilizados e é o 
método aplicado nas soluções numéricas no presente trabalho. 
O método dos elementos finitos (MEF) consiste basicamente na aplicação de diversos 
métodos numéricos para aproximar a solução de problemas de valor de fronteira que podem 
ser descridos por equações diferenciais ordinárias (EDOs) ou equações diferenciais parciais 
(EDPs), as quais são utilizadas para descrever de formar matemática vários problemas físicos 
encontrados na ciência e engenharia. Isso acontece pela subdivisão da geometria do problema 
em elementos menores, conhecidos como elementos finitos, na qual a aproximação da solução 
exata é feita pela interpolação de uma solução aproximada. (MANDAI, 2010) 
As etapas básicas envolvendo qualquer análise de elementos finitos consistem em 
(MOAVENI, 1999): 
 
Fase de Pré-processamento 
 
1. Criar e discretizar o domínio da solução em elementos finitos; ou seja, subdividir o 
problema em nós e elementos; 
2. Assumir a função de forma para representar o comportamento físico de um elemento; 
ou seja, uma função contínua aproximada é assumida para representar a solução de um 
elemento; 
3. Desenvolver equações para um elemento; 
4. Reunir os elementos para representar o problema inteiro. Construir a matriz de rigidez 
global; 





Fase de Solução 
 
6. Resolver o conjunto de equações algébricas lineares ou não lineares simultaneamente 
para obter os resultados dos nós tais como os valores dos deslocamentos de diferentes 
nós ou os valores de temperatura de diferentes nós em problemas de transferência de 
calor; 
 
Fase de Pós-processamento 
 
7. Obter outras informações importantes. Tais como, tensões principais, fluxos de calor, 
etc.  
 
3.2 ELEMENTOS ESPECIAIS QUARTER-POINT 
 
Se apenas elementos finitos convencionais estivessem disponíveis para a modelagem 
dos problemas de mecânica da fratura, seria necessária uma malha muito refinada na ponta da 
trinca. Contudo, deve-se ter em mente que, com o fator intensidade tensão K, se está 
procurando o coeficiente de uma singularidade! Isto significa, em primeiro lugar, que quanto 
mais fino fizer-se a malha, maiores (→ ∞) as tensões se tornam. Em segundo lugar, a 
discretização deve ser muito fina para que as quantidades dentro da solução do campo 
próximo sejam resolvidas com precisão suficiente (KUNA, 2013). 
A qualidade insatisfatória da solução dos elementos convencionais já foi reconhecida 
na década de 1970. Isso levou ao desenvolvimento de formulações de elementos especiais, 
nas quais as funções de forma contêm funções específicas de trincas específicas, cujos 
parâmetros livres estão relacionados aos fatores K. Elementos especiais deste tipo são 
chamados de elementos de ponta de trinca. Estes são utilizados para discretizar o ambiente 
direto da ponta da trinca, enquanto elementos convencionais são usados para modelar o resto 
da estrutura. Esses elementos de ponta de trinca podem incorporar uma ponta de trinca 
inteiramente se suas funções de forma descrevem campos de ponta de trinca completos nas 
coordenadas r e θ. No entanto, geralmente restringi-se à reprodução da singularidade radial 
1 √w⁄ , e é por isso que a dependência angular θ deve ser modelada com arranjos de elementos 




O maior problema com tais formulações de elementos é que as funções de trincas 
singulares não são compatíveis com as funções de forma regular nos limites de elementos 
vizinhos. Além disso, suas funções de forma muitas vezes não permitem movimentos rígidos 
do corpo ou estados constantes de tensão, que é o pré-requisito para a convergência da 
solução. Uma desvantagem adicional de muitos elementos de ponta de trinca é que eles não 
foram incorporados em programas comerciais de MEF devido às suas peculiaridades 
algorítmicas e, portanto, só são utilizáveis por alguns especialistas (KUNA, 2013). 
 Portanto, o cálculo de parâmetros de fratura, como fatores intensidade de tensão  
ou taxa de liberação de energia c, usando análise de elementos finitos, requer uma malha 
refinada em torno da ponta da trinca ou o uso de "elementos especiais" com a singularidade 
de tensão incorporada perto da ponta da trinca. Embora, conceitualmente, os fatores 
intensidade detensão K sejam obtidos de forma direta, as análises de elementos finitos com 
elementos convencionais perto da ponta da trinca sempre subestimam os gradientes de 
deslocamento de tensão que aumentam acentuadamente. Em vez de tentar capturar o 
conhecido comportamento singular 1 √w⁄  com elementos cada vez menores, Henshell e Shaw 
(1975) e Barsoum (1976, 1977) introduziram um método direto, deslocando o nó do lado 
intermediário de um elemento isoparamétrico quadrilateral de 8-nós para um quarto (1/4) do 
ponto do nó da ponta da trinca. O deslocamento dos nós do meio do lado para o ponto de um 
quarto (1/4) atinge o comportamento singular desejado1 √w⁄ . Esse elemento especial chama-
se quarter-point. (ERDOGAN, 2015). 
 
 






Figura 3-2– Roseta na ponta da trinca. 
 
 Na figura 3-2 acima é mostrado o arranjo radial na ponta da trinca ou roseta feita com 
os elementos especiais quater-points. 
 
3.3 SOFTWARE DE ELEMENTOS FINITOS: ANSYS 
 
O ANSYS é um software de elementos finitos largamente utilizado na indústria. O 
mesmo possui comandos para a modelagem de diversos tipos de problemas da engenharia nas 
áreas de vibrações, estruturais, fluidos, etc. Contudo, o ANSYS não possui uma ferramenta 
para propagação de trincas, possuindo, porém, comandos específicos para o cálculo do fator 
intensidade de tensão K e para a modelagem da trinca. Para a modelagem da trinca lançou-se 
mão neste trabalho do comando KSCON, através da qual se determina onde será a ponta da 
trinca. Utilizando o KSCON, durante a geração da malha, os elementos são criados 
radialmente através dos elementos finitos especiais quarter-points. É possível obter o fator 
intensidade de tensão K através de dois comandos, o KCALC ou o CINT. Com o uso do 
comando KCALC o cálculo será feito pelo método CTOD (Crack Tip Opening 
Displacement). Com o uso do comando CINT será possível escolher diferentes métodos 
sendo estes baseados no método da Integral  (MANDAI, 2010).  
No presente trabalho optou-se por utilizar o comando CINT para o cálculo do fator 
intensidade de tensão. Este demanda a indicação da ponta da trinca e o número de elementos 
para o caminho ao redor da mesma. Com o comando CINT o ANSYS é capaz de calcular 




além de outros. Devido ao fato do comando CINT calcular diversos parâmetros faz-se 
necessário indicar o método de cálculo utilizado. 
 
3.3.1 Calculando os fatores intensidade de tensão (FIT) através do comando CINT 
 
O ANSYS, através do comando CINT, calcula os fatores intensidade de tensão (FIT) 
na fase de solução da análise, então armazena o valor no arquivo de resultados. 
O comando CINT começa o cálculo dos FIT e também especifica os parâmetros 
necessários para o cálculo. 
O cálculo do FIT através do comando CINT segue os seguintes passos: 
1. Iniciar um novo cálculo; 
2. Definir o tipo de cálculo; 
3. Definir o nó da ponta da trinca; 
4. Especificar o número de contornos em volta da trinca a ser calculado; 
5. Definir a condição de simetria da trinca; 
6. Definir o plano normal da trinca; 







4.1 ASPECTOS GERAIS 
 
 A Metodologia proposta foi usada para a simulação numérica 2-D de um ensaio para 
propagação de trinca em uma placa com uma trinca central submetida à tração CCT (Center 
Cracked Tension) modificada com dois furos simétricos em relação à trinca central (cujo 
comprimento é de 8 mm), conforme a figura 4-1. Contudo, para os objetivos deste trabalho, 
em relação ao espécime mencionado acima fez-se a troca da trinca central por um entalhe 
elíptico central com duas trincas simétricas emanando do mesmo de modo a obterem-se os 
fatores intensidade de tensão  e  em modo misto de carregamento para esse caso em 
particular, e, assim, investigar o efeito da variação da razão de aspecto (razão entre os 
semieixo da elipse) na propagação de trinca em furos elípticos. O material usado para o 
modelo foi um aço de alto carbono com os seguintes parâmetros: o módulo de Young \ =2.1 4 10¶ ·¸; e coeficiente de Poisson ¹ = 0.3. Para a modelagem foi utilizada simetria em 
relação ao eixo y. Portanto, apenas metade (1/2) da geometria foi preciso modelar. 
 
 
Figura 4-1– Espécime CCT com furos. (STANISLAV, 2008). 
 
Para a obtenção dos resultados numéricos em todas as simulações presentes neste 
trabalho lançou-se mão de um modelo em elementos finitos desenvolvido no programa de 




Language), na qual o ANSYS permite a construção do modelo físico e a automação de tarefas 
comuns por meio de funções do programa. A linguagem APDL abarca diversas ferramentas 
para a automação de rotinas como repetição de comandos, macros, ramificações do tipo if-
then-else, loops, operações de vetores, matrizes e escalares. 
Para os modelos desenvolvidos no ANSYS o elemento utilizado foi o PLANE183. 
Este é um elemento bidimensional de alta ordem com comportamento quadrático 
recomendado para malhas irregulares. O PLANE183 é capaz de se adaptar à geometria e gerar 
de forma automática malhas com elementos quadrilaterais de oito nós ou triangulares de seis 
nós, conforme figura 4-2 abaixo. Cada nó do elemento tem dois graus de liberdade, que são as 
translações nodais nas direções x e y. Para este trabalho o elemento triangular de seis nós foi 
utilizado em todos os modelos. O PLANE183 pode ser usado como um elemento plano: 
estado plano de tensão (EPT), estado plano de deformação (EPD) ou deformação no plano 
generalizado; ou como um elemento axissimétrico. O PLANE183 permite obter resultados 




        Figura 4-2–Formas quadrilateral e triangular do elemento PLANE183. (Modificado de JENSEN, 2015). 
 
4.2 MODELO NUMÉRICO PARA O ESTUDO DO EFEITO DA RAZÃO DE 
ASPECTO NA PROPAGAÇÃO DE TRINCAS EM FUROS ELÍPTICOS 
 
Para implementar o método criou-se o arquivo Rotina_CCT_elipse.TXT. No qual, 
através do algoritmo escrito em linguagem APDL (Ansys Parametric Design Language) do 
ANSYS, calculou-se o valor de  e  para a amplitude de carregamento, geometria do 




calculando-se um novo valor de  e  para o novo comprimento de trinca. Ao fim de cada 
simulação as dimensões do eixo menor º do furo elíptico são alteradas manualmente pelo 
programador e um novo ciclo de cálculos de  e  para cada nova geometria da elipse é 
iniciado. No início do programa são inseridos os dados das propriedades do material, as 
características geométricas e condições de contorno. O algoritmo aplicado nas simulações 
pode ser visto no APÊNDICE A desta dissertação. Foi utilizado nesta simulação o estado 
plano de tensões por se tratar de uma placa (duas de suas dimensões são muito maiores do que 
a terceira). 
Os dados de entrada para o problema abordado neste trabalho são: As propriedades 
mecânicas do material (módulo de Young e o coeficiente Poisson), condições de contorno 
(restrições e cargas aplicadas), as características geométricas (principalmente do furo elíptico 
no centro do modelo), as características da malha na ponta da trinca, bem como da malha 
global, o tamanho do incremento com que a trinca irá se propagar a cada passo e o número de 
passos da propagação. 
Ao criar o modelo no ANSYS é necessário observar uma hierarquia de comandos. 
Deve-se, em primeiro lugar, criar pontos chamados Keypoints (comando K), ligando estes 
pontos entre si utilizando linhas (comando L). Depois da criação de três pontos ou mais e da 
união dos mesmos através das linhas, é possível a criação de áreas (comando A). Como este 
modelo é simétrico, apenas metada (1/2) do modelo foi preciso criar, aplicou-se as restrições 
com o comando DL. O carregamento foi aplicado na linha superior e inferior do modelo 
segundo figura 4-3. 
 
 




A trinca crescerá a partir de um incremento, INCR, sendo este somado ao tamanho da 
pré-trinca TT. Este processo prossegue por um número n de passos, até que a trinca atinja seu 
comprimento final, o qual é o valor do comprimento inicial mais o comprimento de todos os 
incrementos. 
A ponta da trinca é determinada por um keypoint K. Para que esta propague é preciso 
mover o keypoint que representa sua ponta para a posição que se deseja e redefinir o 
incremento da trinca já com a inclinação caso seja necessário. No entanto, em decorrência da 
hierarquia de geometrias, onde um modelo em 2-D deve ser definido em termos de keypoints, 
linhas e áreas, é preciso redefinir toda a área que define a geometria para então mover o 
keypoint que define a trinca. Assim, é necessário limpar a malha de elementos finitos, a área, 
e as linhas que contém o keypoint da trinca, para então apagar o keypoint que define a ponta 
da trinca e recriá-lo em sua nova posição. Tendo o keypoint na nova posição é possível 
redefinir as características da ponta da trinca, refazer as linhas, a área, a malha e só então 
aplicar as condições de contorno. 
 
 
          Figura 4-4– Modelo do incremento da trinca. 
 
Segundo a figura 4-4 acima INCR é o tamanho do incremento da trinca, α é o ângulo 
de abertura da boca da trinca e S é a distância entra as faces da trinca. Para a determinação da 
inclinação de cada incremento da trinca é preciso calcular os fatores  e . Para esta simulação foi usado o método MTS e através do mesmo é possível prever a inclinação de 








              Figura 4-5– Diagrama de previsão da trajetória da trinca. (Modificado de JENSEN, 2015). 
 
O comando *DO foi utilizado para realizar o loop com n passos, onde o critério de 
parada é o número de ciclos pré-definidos. O comando *VWRITE foi utilizado para imprimir 








 A figura 4-6 mostra o fluxograma do programa feito no ANSYS para a previsão da 
propagação da trinca. 
 
4.3 ESTUDO DE CONVERGÊNCIA DE MALHA 
 
Para a criação da malha dos modelos numéricos gerados para esta dissertação foi 
necessário fazer um estudo de convergência de malha de modo a garantir que a melhor malha 
fosse escolhida para as necessidades de precisão e tempo de convergência dos modelos.  
Abaixo segue a figura 4-7 que exibe o estudo de convergência de malha para o caso de 
uma placa com entalhe elíptico central arquivo Rotina_Placa_furoelíptico.TXT (APÊNDICE 
D).  
 
          
Figura 4-7- Estudo de Convergência de Malha. 
 
Da figura 4-7 é possível inferir que o fator intensidade de tensão apresenta boa 
convergência para tamanho de elemento de malha abaixo de 1 mm. Desta forma, para todos 
os modelos numéricos desenvolvidos e apresentados nesta dissertação os valores de tamanho 
de elemento de malha encontram-se entre 0,5 mm e 0,25 mm com o intuito de se obter a 







5.1 ASPECTOS GERAIS 
 
O objetivo desta dissertação é a investigação do efeito da variação da razão de aspecto 
na propagação de trincas em furos elíptico, contudo, antes foi preciso fazer algumas 
validações com a intenção de calibrar o modelo numérico do caso principal em estudo. A 
primeira delas diz respeito à modelagem e simulação de uma placa com duas trincas 
simétricas emanando de um entalhe elíptico central. Depois fez-se a validação para o exemplo 
de uma placa com apenas uma trinca central. Então fez-se a validação para o caso de uma 
placa com uma trinca central submetida à tração CCT (Center Cracked Tension) com dois 
furos simétricos em relação ao eixo y de modo a gerar as tensões cisalhantes capazes de 
curvar a trajetória da trinca. Para só então realizar a simulação para o caso em estudo nesta 
dissertação, qual seja, um CCT com um furo elíptico no centro do espécime e duas trincas 
simétricas emanando do mesmo. A seguir segue o estudo detalhado de cada um desses casos. 
Todas as simulações desta dissertação foram feitas utilizando a linguagem APDL (Ansys 
Parametric Design Language) do software de elementos finitos ANSYS. 
 
5.2 CASO DE UMA PLACA COM UM FURO ELÍPTICO CENTRAL 
 
O presente caso tem como objetivo apenas a calibração do modelo principal, para 
tanto utilizou-se o estudo apresentado no artigo feito por (WEISSGRAEBER,2016) para 
desenvolver o modelo numérico Rotina_Placa_furoelíptico.TXT (APÊNDICE D). No artigo 
supracitado, (WEISSGRAEBER, 2016) objetivou comprovar a validade, por meio de 
modelagem numérica através de MEF (Método dos Elementos Finitos), da fórmula analítica, 
fórmula (43) abaixo, desenvolvida por este, utilizada para o cálculo do fator intensidade de 
tensão () em modo de abertura (Modo I) de trincas simétricas emanando de um furo elíptico 
no centro de uma placa. (WEISSGRAEBER, 2016) alega que sua fórmula propõe um fator 
intensidade de tensão melhorado, que abrange além dos casos de trincas curtas emanando de 
furos elípticos, os casos de trincas longas. Assim, uma comparação entre esta fórmula e a 
fórmula desenvolvida por Lukás, fórmula (44) abaixo, muito utilizada para os casos de trincas 




fórmulas (43), (44) e o modelo numérico feito por (WEISSGRAEBER, 2016) para comprovar 
o desempenho de sua fórmula se encontram exibidos logo abaixo. Bem como as figuras 
resultantes do modelo numérico criado para esta dissertação para calibração do caso principal 
e validação do caso acima citado. Para as suas simulações (WEISSGRAEBER, 2016) utilizou 
o software de elementos finitos ABAQUS. Sendo G o fator intensidade de tensão  
desconsiderada a tensão usada, a e b o eixo maior e menor da elipse respectivamente e ∆+o 
tamanho do incremento da trinca. 
 
G = fgK¼ = Z.ZTTSZTM½YZ¶.F∆M M½ S MM¾∆MY¿ÀÁÂÃS ½∆MY
√y∆;                                       (43) 
 
G = fgK¼ = Z.ZTTSZTM½Y Z.¶∆M M½ √y∆;                                                       (44) 
 
Para as simulações realizadas neste caso, o modelo de uma placa com um furo elíptico 
central foi feito utilizando o ANSYS. Nas simulações o material utilizado foi um aço de alto 
carbono com módulo de Young  \ = 2.1 4 10¶ ·¸; e coeficiente de Poisson = 0,3. O 
modelo foi submetido à tração com uma tensão remota Sg = 200 Mpa. Devido à simetria 
apenas um quatro (1/4) da placa foi necessário modelar como exibido na figura 5-1 abaixo. 
Desta forma, os deslocamentos normais (T = 0 e Z = 0) foram impedidos nos eixos de 
simetria (3 = 0 e 4 = 0). As dimensões externas do modelo são largura W = 200 mm e altura 
H = 300 mm. 
 
 





Figura 5-2 – Fator intensidade de tensão em função do comprimento relativo da trinca s. 
 (Modificado de WEISSGRAEBER, 2016). 
 
 
Figura 5-3 – Fator intensidade de tensão em função do comprimento relativo da trinca s para (a=5 mm, a/b= 4). 
 
As figuras 5-2 (WEISSGRAEBER, 2016) e 5-3 (AUTOR) apresentam o caso do fator 
intensidade de tensão (FIT) em função do tamanho relativo da trinca s. Ao fixar-se o semieixo 
maior da elipse a em 5 mm e a razão de aspecto a/b em 4 obteve-se as curvas FIT proposto 
(Present), obtida pelo uso da fórmula proposta por (WEISSGRAEBER, 2016), FIT Lukás 
(Lukás), obtida pelo uso da fórmula de Lukás, e FIT Numérico (FE results), obtida pela 







































as três curvas mostram um bom ajuste, mas à medida que as trincas aumentam de tamanho 
apenas as curvas do FIT proposto (Present) e o FIT Numérico (FE results) mostram ajuste. 
Para este caso a diferença relativa percentual máxima entre o FIT Proposto e o FIT Numérico 
é de 3,39%. Já para o FIT Numérico e o FIT Lukás essa diferença é de 86,30% para o caso em 
que a trinca é mais longa. Ou seja, quanto maior é a trinca, maior é a diferença relativa 
percentual para este caso. 
 
 
Figura 5-4– Fator intensidade de tensão em função da relação a/b para trincas curtas.  
(Modificado de WEISSGRAEBER, 2016). 
 
 








































As figuras 5-4 (WEISSGRAEBER, 2016) e 5-5 (AUTOR) apresentam o caso do fator 
intensidade de tensão (FIT) em função da razão de aspecto a/b. Ao fixar-se o semieixo maior 
da elipse a em 5 mm e o tamanho relativo da trinca s em 0,05 obteve-se as curvas FIT 
proposto (Present), obtida pelo uso da fórmula proposta por (WEISSGRAEBER, 2016), FIT 
Lukás (Lukás), obtida pelo uso da fórmula de Lukás, e FIT Numérico (FE results), obtida pela 
simulação realizada para esta dissertação. É possível notar que para trincas curtas as três 
curvas mostram um bom ajuste, mas ainda assim as curvas do FIT proposto (Present) e o FIT 
Numérico (FE results) mostram um melhor ajuste. Para este caso a diferença relativa 
percentual máxima entre o FIT proposto e o FIT Numérico é de 2,5%. Essa diferença máxima 
acontece no ponto de transição antes das curvas se tornam praticamente constantes em função 
de do eixo x. Já para o caso dessa diferença entre o FIT Lukás e o FIT Numérico seu valor 




Figura 5-6 – Fator intensidade de tensão em função da relação a/b para trincas longas.  










Figura 5-7 – Fator intensidade de tensão em função da relação a/b para trincas longas para (a=5 mm, s=0,7). 
 
As figuras 5-6 (WEISSGRAEBER, 2016) e 5-7 (AUTOR) apresentam o caso do fator 
intensidade de tensão (FIT) em função da razão de aspecto a/b. Ao fixar-se o semieixo maior 
da elipse a em 5 mm e o tamanho relativo da trinca s em 0,7 plotou-se as curvas FIT proposto 
(Present), obtida pelo uso da fórmula proposta por (WEISSGRAEBER, 2016), FIT Lukás 
(Lukás), obtida pelo uso da fórmula de Lukás, e FIT Numérico (FE results), obtida pela 
simulação realizada para esta dissertação. É possível notar que para trincas longas as três 
curvas mostram algum ajuste para uma razão de aspecto a/b pequena, mas à medida que a a/b 
aumenta, apenas as curvas do FIT proposto (Present) e o FIT numérico (FE results) mostram 
um ajuste. Para este caso a diferença relativa percentual máxima entre o FIT proposto e o FIT 
Numérico é de 4,57%. Já para o caso dessa diferença entre o FIT Lukás e o FIT Numérico seu 
valor máximo é de 58,21% e ela ocorre onde a razão de aspecto a/b é máxima e tende a 
diminuir a medida que a razão de aspecto também diminui. 
Das figuras acima é possível notar que a fórmula proposta por (WEISSGRAEBER, 
2016) abrange não somente os casos para trincas curtas emanando de furos elípticos como 
também de trincas longas para diversas razões de a/b. Tal sendo comprovado pela 
concordância entre o modelo numérico feito para esta dissertação (FIT Numérico) e a fórmula 
proposta (43) (FIT proposto). A fórmula de Lukás (44) (FIT Lukás) mostra boa concordância 







































trincas curtas, quando as trincas aumentam de comprimento as discrepâncias se tornam 
patentes. 
 
5.3 CASO DE UMA PLACA COM UMA TRINCA CENTRAL 
 
Também com o intuito de calibrar o modelo do caso principal a ser estudado nesta 
dissertação modelou-se uma placa com uma trinca central arquivo 
Rotina_Placa_trincacentral.TXT (APÊNDICE C). Tal exemplo possui um comportamento já 
conhecido na literatura. O material usado para o modelo foi um aço de alto carbono com as 
seguintes características: \ = 2.1 4 10¶ ·¸;e ¹ = 0.3. Devido à simetria apenas metade 
(1/2) da placa foi modelado. As dimensões externas do modelo são largura W = 20 mm e 
altura H = 120 mm. O modelo foi submetido à tração com uma tensão remota Sg = 3 MPa. A 
figura 5-9 abaixo exibe o fator de forma F em função de α =a/b (sendo a metade do tamanho 
da trinca e b a distância entre a trinca e a borda da placa). Para o cálculo do fator de forma F 
utilizou-se a fórmula (45) abaixo presente em (DOWLING, 2007) para qualquer valor de (α 
=a/b) e para (h/b ≥ 1.5) (sendo h a distância entre a trinca e uma de suas extremidades e b a 
distância entre a trinca e a borda da placa), como ilustrado pela figura 5-8 abaixo: 
 
 
             Figura 5-8 - Medidas de uma placa com trinca central. (DOWLING, 2007). 
 





Figura 5-9 - Fator de forma numérico (vermelho) e fator de forma analítico (azul) para o caso de uma trinca 
central em função de α. 
 
 Da figura 5-9 é possível inferir que para o presente caso os valores obtidos pela 
fórmula (45) (azul) e os valores obtidos numericamente para esta dissertação (vermelho) são 
quase idênticos. Para este caso a diferença relativa percentual máxima é de 0,98%, mostrando 
a robustez do modelo numérico apresentado. 
 
5.4 CASO DE UM ESPÉCIME CCT MODIFICADO COM DOIS FUROS 
 
Nesta etapa realizou-se a comparação entre os dados extraídos do modelo feito para 
esta dissertação arquivo Rotina_CCT_modificado.TXT (APÊNDICE B) e os dados obtidos 
por (STANISLAV, 2008) com o intuito de validar aquele. Para tal se observou os parâmetros 
estipulados no artigo tanto para o tipo de material quanto para a geometria utilizada. Assim, 
um problema de fratura sob modo misto de carregamento para uma placa com uma trinca 
central com dois furos foi estudado figura 5-10 abaixo. O material usado para o modelo foi 
um aço de alto carbono com as seguintes características: módulo de Young \ =2.1 4 10¶ ·¸; e coeficiente de Poisson ¹ = 0.3. O modelo foi submetido à tração com uma 
tensão remota Sg = 3 Mpa. Devido à simetria apenas metade (1/2) da placa em relação ao eixo 





















Figura 5-10 - Espécime CCT modificado com furos. (STANISLAV, 2008). 
 
 Nas figuras abaixo são mostradas as relações entre os fatores intensidade de tensão  
e  e o comprimento da trinca a para ambas as simulações, tanto a realizada por 
(STANISLAV, 2008) figura 5-11 quanto para esta dissertação, figura 5-12. Nas figuras 5-11 e 
5-12 utilizou-se os valores absolutos de   e . 
 
 






Figura 5-12 – Relação entre   e  e o comprimento da trinca a. 
 
 É possível notar das figuras acima uma boa concordância entre o modelo numérico 
desenvolvido por (STANISLAV, 2008) e o desenvolvido para esta dissertação com o objetivo 
de validação deste. 
Para validar a precisão e confiabilidade de seu modelo de Elementos Finitos 
(SOUIYAH, 2012) utilizou os dados experimentais conduzidos por (STANISLAV, 2008). 
Uma comparação entre a trajetória realizada pela trinca nas simulações realizadas tanto para 
esta dissertação quanto por (SOUIYAH, 2012) são exibidas abaixo. 
 
 





Figura 5-14 – Trajetória da trinca. 
 
 Nota-se que na vizinhança do furo a direção da trinca curva-se em consequência do 
modo misto de carregamento (I e II). A trinca propagou não linearmente em direção ao furo 
em decorrência das altas tensões geradas por este. As tensões geradas têm influência sobre a 
direção de propagação da trinca bem como os valores dos FIT (Fatores Intensidade de 
Tensão). 
 Na figura 5-15 abaixo a trajetória de propagação da trinca (STANISLAV, 2008) é 
mostrada. Os triângulos mostra a trajetória da trinca obtida experimentalmente e a linha 
mostra a trajetória da trinca obtida numericamente. 
 
 
Figura 5-15 – Trajetória da trinca. Os triângulos correspondem ao caminho da trinca obtido experimentalmente. 





Figura 5-16 - Comparação entre as trajetórias da trinca. 
 
 Da figura 5-16 acima é possível inferir uma boa concordância entre a trajetória da 
trinca obtida experimentalmente por (STANISLAV, 2008) (verde) e a obtida numericamente 
para esta dissertação (azul). 
 
5.5 EFEITO DA RAZÃO DE ASPECTO SOBRE A PROPAGAÇÃO DE TRINCAS 
EM FUROS ELÍPTICOS 
 
Aqui, para o caso principal em estudo, obtiveram-se os fatores intensidade de tensão 
para modo misto de carregamento  e  para um espécime CCT (Center Cracked Tension) 
modificado com dois furos simétricos em relação ao eixo y e um furo elíptico central com 
duas trincas simétricas emanando deste: arquivo Rotina_CCT_elipse.TXT (APÊNDICE A) 
como mostrado na figura 5-17 abaixo. O material usado para o modelo foi um aço de alto 
carbono com os seguintes parâmetros: o módulo de Young \ = 2.1 4 10¶ ·¸; e coeficiente 
de Poisson ¹ = 0.3. O modelo foi submetido à tração com uma tensão remota Sg = 3 MPa. 
Devido à simetria apenas metade (1/2) da placa foi modelado. As dimensões externas do 
modelo são largura W = 20 mm e altura H = 240 mm. Nas figuras 5-18 a 5-25 utilizou-se os 







       Figura 5-17 – Espécime CCT modificado com um furo elíptico central. (Modificado de STANISLAV, 2008) 
 
Abaixo estão as figuras 5-18 a 5-25. Para todas as simulações fixou-se o valor do 
semieixo maior da elipse a em 3 mm e variou-se apenas o valor do semieixo menor b com 
valores entre 1/6 mm e 12 mm de modo a obter-se diferentes valores da razão de aspecto a/b. 
Para a/b igual a1/6 mm como mostrado na figura 5-18 abaixo tem-se a elipse semelhante a 
uma trinca. Contudo, à medida que b aumenta e a razão de aspecto diminui, a elipse aumenta 
de tamanho em relação ao eixo y.  
 
 




            













               
               Figura 5-21 –   e  em função do comprimento da trinca a para razão a/b=3/1. 
 
 
           






           
           Figura 5-23 –   e  em função do comprimento da trinca a para razão a/b=3/6. 
 
 
           






          
           Figura 5-25 –   e  em função do comprimento da trinca a para razão a/b=3/12. 
 
 Através das figuras 5-18 a 5-25 apresentadas acima é possível inferir que quase não há 
diferenças significativas entre estas à medida que variamos a razão de aspecto, ao variarmos 
os valores do eixo menor da elipse b. As figuras que exibiram alguma diferença em relação às 
demais foram as duas com a menor razão de aspecto a/b dentre as mostradas, ou seja, com o 
maior tamanho da elipse na direção do eixo y. As figuras com as trajetórias das trincas obtidas 
numericamente para cada caso aqui apresentado podem ser vistas no APÊNDICE E. 
 
5.6 DISCUSSÃO DOS RESULTADOS 
 
O presente trabalho teve como objetivo principal investigar o efeito da variação da 
razão de aspecto a/b na propagação de trincas em furos elípticos. Para tal fim, uma rotina em 
linguagem APDL (Ansys Parametric Design Language) foi desenvolvida no programa de 
elementos finito ANSYS. Obtendo-se os fatores intensidade de tensão  e   em modo 
misto de carregamento para uma placa submetida à tração CCT (Center Cracked Tension) 
modificada com dois furos simétricos em relação ao eixo y e com um furo elíptico com duas 
trincas simétricas emanando do mesmo. Os furos no CCT têm como intento gerar um campo 
de tensões forte o bastante para induzir uma curvatura na trajetória da trinca. Contudo, por se 
tratar de um trabalho puramente numérico foi necessário antes fazer verificação e validação 




presente em (WEISSGRAEBER, 2016) foi feita, bem como a de uma placa com uma trinca 
central, exemplo este já bem conhecido e presente na literatura. Outro caso foi o de um CCT 
modificado com dois furos simétricos em relação à trinca central feito por (STANISLAV, 
2008). Só após todas estas validações é que foi possível fazer a simulação para o caso citado 
no início desta seção com mais segurança. Na seção 5.5 estão as figuras com os valores de  
e   em função do comprimento da trinca a em modo misto de carregamento para o 
espécime em estudo e diferentes valores da razão de aspecto a/b do furo elíptico. Assim, para 
as simulações fixou-se o valor do semieixo maior da elipse a em 3 mm e variou-se o valor do 
semieixo menor da elipse b com valores entre 1/9 mm e 12 mm. Através das figuras 
apresentadas na seção 5.5 é possível notar que quase não há diferenças significativas entre 
estas à medida que variamos a razão de aspecto a/b, ao variarmos os valores do eixo menor da 
elipse b. Isto se nota mais claramente para os casos em a razão de aspecto a/b é maior do que 
1, ou seja, b < a, em que a elipse pode se assemelha a uma trinca. Já as figuras que exibiram 
alguma diferença foram as duas com a menor razão de aspecto a/b entre as estudadas; aquelas 







Para o caso investigado, de uma placa submetida à tração CCT (Center Cracked 
Tension) modificada com dois furos simétricos em relação ao eixo y e com um furo elíptico 
com duas trincas simétricas emanando do mesmo, baseando-se nos resultados obtidos das 
simulações realizadas, chegou-se à conclusão de que a variação da razão de aspecto a/b, ao 
fixar-se o eixo maior da elipse a e variar-se apenas o eixo menor da elipse b, demonstrou ter 






7. SUGESTÕES PARA FUTUROS TRABALHOS 
 
 A partir do trabalho aqui desenvolvido outras questões foram surgindo e por diferentes 
razões não puderam ser abordadas. Desta forma, nesta seção sugere-se para trabalhos futuros 
o seguinte: 
 
• Fazer a parte experimental para o caso de uma placa submetida à tração do tipo CCT 
(Center Cracked Tension) modificado com dois furos em relação ao eixo y e um furo 
elíptico central com trincas simétricas emanando do mesmo para diversos valores da 
razão de aspecto do furo elíptico. 
• Investigar o efeito da variação da razão de aspecto do furo elíptico para diferentes 
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9.1 APÊNDICE A – CÓDIGO DA ROTINA NA LIGUAGEM APDL PARA 
PROPAGAÇÃO DE TRINCA EM ESPÉCIME CCT MODIFICADO COM FURO 
ELIPTICO CENTRAL 
 






/TITLE, VALORES DE FIT PARA DIVERSAS RAZOES DE ASPECTO DA ELIPSE 
/COM, ****** TRINCA 2D - UTILIZANDO ELEMENTO PLANE183 ****** 
 
! ELEMENTO TRIANGULAR PLANE183 (0 - Plane stress; 1 - Axisymmetric; 2 -Plane 
strain ;3 - Plane stress with thickness input) 
ET,1,PLANE183,1,,0,,,0 
CASO_1 = 0 
CASO _2 = 0 
 
!PROPRIEDADES DO MATERIAL 
MP,EX,1,2.1E5   !MPa 
MP,PRXY,1,0.3   !SEM UNIDADE 
 
PI = ACOS(-1)   !SEM UNIDADE 
 
!DIMENSÕES DO ESPÉCIME 
 
W=20     !mm (LARGURA DO ESPÉCIME) 
H=120    !mm (ALTURA DO ESPÉCIME) 
 
a_1=3    !mm (EIXO MAIOR DA ELIPSE - a) 








D_1=5     !mm (DIÂMETRO DO FURO) 
 
S=0.1       !mm (DISTÂNCIA ENTRE AS FACES DA TRINCA) 
 




NP = 14 
! ÂNGULO DE ABERTURA DA TRINCA (GRAUS) 
ALFA = 60 
GAMA = (ALFA/2)*(PI/180) 







































































































! ENERGIA DE DEFORMAÇÃO POR ELEMENTO 
ETABLE,SENE,SENE 
! VOLUME POR ELEMENTO 
ETABLE,VOLU,VOLU 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
! SELECIONA OS NÓS PARA O LPATH 






! IMPRIME KI(1,1)  
*CFOPEN,result_KI,resu,,APPEND 





! IMPRIME KII(1,1)  
*CFOPEN,result_KII,resu,,APPEND 





! IMPRIME K(1,1)  
*CFOPEN,RESULTS,resu,,APPEND 
! GUARDA KI 
*GET,RESULTS(1,1),CINT,1,CTIP,NODENUMBER_TIP,CONTOUR,10,DTYPE,K1 
*VWRITE,RESULTS(1,1) 











K1 = KI(1,1)/SQRT(1000) 















! INCLINAÇÃO DO INCREMENTO DE TRINCA 
TETA_I = 0 
TETA_D = TETA_MTS 
TETA_A = TETA_I + TETA_D 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
! CONDIÇÃO PARA A PROPAGAÇÃO DA TRINCA 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
/PREP7 
! LIMPA A MALHA  
ACLEAR,ALL 






! INCREMENTO DA TRINCA 
INCR_1(1,n) = INCR 
INC_1(1,1) = INCR 
A(1,n+1) = INC_1(1,n) + INCR 
INC_1(1,n+1) = INC_1(1,n) + INCR 
 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
! MUDANÇA DO PONTO DE INICIAÇÃO DA TRINCA  
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
/PREP7 
! CRIA O KEYPOINT 500+n EM NOVA POSIÇÃO 
K,(500+n),INCR_1(1,n),0 
! CRIA O KEYPOINT 301+n E 401+n QUE ACOMPANHARAM A TRINCA 
K,(301+n),(INCR_1(1,n)-(HEIGHT)),(S/2) 
K,(401+n), (INCR_1(1,n)-(HEIGHT)),(-S/2) 












! REDEFINE AREA 
AL, ALL 
! DEFINE CONDIÇÃO DE SIMETRIA 
DL,4,1,SYMM 
DL,5,1,SYMM 


































! ENERGIA DE DEFORMAÇÃO POR ELEMENTO 
ETABLE,SENE,SENE 
! VOLUME POR ELEMENTO 
ETABLE,VOLU,VOLU 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
! SELEÇÃO DOS NÓS PARA O COMANDO LPATH 
NODENUMBER_TIP = NODE(A,0,0) 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 










! IMPRIME KII (1,n+1) 
*CFOPEN,result_KII,resu,,APPEND 





! IMPRIME K(1,1)  
*CFOPEN,RESULTS,resu,,APPEND 
! GUARDA KI 
*GET,RESULTS(n+1,1),CINT,1,CTIP,NODENUMBER_TIP,CONTOUR,10,DTYPE,K1 
*VWRITE,RESULTS(n+1,1) 











K1 = KI(1,n+1)/SQRT(1000) 












! ÂNGULO DE INCLINAÇÃO DO INCREMENTO 
TETA_I = TETA_A 
TETA_D = TETA_MTS 









CASO_1 = CASO_1+1 
*ENDDO 
*ELSE 
! LIMPA A MALHA  
*IF, N, LT, NP, THEN 
CASO_2 = CASO_2+1 
ACLEAR, ALL 








































9.2 APÊNDICE B – CÓDIGO DA ROTINA NA LIGUAGEM APDL PARA 
PROPAGAÇÃO DE TRINCA EM ESPÉCIME CCT MODIFICADO 
 






/TITLE, ESPECIME CCT (CENTER CRACKED TENSION) MODIFICADO 
/COM, ****** TRINCA 2D - UTILIZANDO ELEMENTO PLANE183 ****** 
 
! ELEMENTO TRIANGULAR PLANE183 (0 - Plane stress; 1 - Axisymmetric; 2 -Plane 
strain ;3 - Plane stress with thickness input) 
ET,1,PLANE183,1,,0,,,0 
CASO_1 = 0 
CASO _2 = 0 
!PROPRIEDADES DO MATERIAL  
MP,EX,1,2.1E5   !MPa 
MP,PRXY,1,0.3   !SEM UNIDADE 
PI = ACOS(-1)   !SEM UNIDADE 
 
! DIMENSÕES DO ESPÉCIME 
 
W=20     !mm (LARGURA DO ESPÉCIME) 
H=120    !mm (ALTURA DO ESPÉCIME) 
 
D_1=5    !mm (DIÂMETRO DO FURO) 
 
S=0.1    !mm (DISTÂNCIA ENTRE AS FACES DA TRINCA) 
 
! ÂNGULO DE ABERTURA DA TRINCA (GRAUS) 
ALFA = 60 
GAMA = (ALFA/2)*(PI/180) 
HEIGHT = S*COS(GAMA)/(2*SQRT(1-(COS(GAMA)**2))) 
 
 
! NÚMERO DE PASSOS DE PROPAGAÇÃO 
NP = 14 














































!CRIAÇÃO DA ÁREA 
 
AL,ALL 











































! ENERGIA DE DEFORMAÇÃO POR ELEMENTO 
ETABLE,SENE,SENE 
! VOLUME POR ELEMENTO 
ETABLE,VOLU,VOLU 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
! SELECIONA OS NÓS PARA O LPATH 






! IMPRIME KI(1,1)  
*CFOPEN,result_KI,resu,,APPEND 















! IMPRIME K(1,1)  
*CFOPEN,RESULTS,resu,,APPEND 
! GUARDA KI 
*GET,RESULTS(1,1),CINT,1,CTIP,NODENUMBER_TIP,CONTOUR,10,DTYPE,K1 
*VWRITE,RESULTS(1,1) 











K1 = KI(1,1)/SQRT(1000) 












! INCLINAÇÃO DO INCREMENTO DE TRINCA 
TETA_I = 0 
TETA_D = TETA_MTS 
TETA_A = TETA_I + TETA_D 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
! CONDIÇÃO PARA A PROPAGAÇÃO DA TRINCA 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
/PREP7 
! LIMPA A MALHA  
ACLEAR,ALL 









! INCREMENTO DA TRINCA 
INCR_1(1,n) = INCR 
INC_1(1,1) = INCR 
A(1,n+1) = INC_1(1,n) + INCR 
INC_1(1,n+1) = INC_1(1,n) + INCR 
 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
! MUDANÇA DO PONTO DE INICIAÇÃO DA TRINCA  
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
/PREP7 
! CRIA O KEYPOINT 500+n EM NOVA POSIÇÃO 
K,(500+n),INCR_1(1,n),0 
! CRIA O KEYPOINT 301+n E 401+n QUE ACOMPANHARAM A TRINCA 
K,(301+n),(INCR_1(1,n)-(HEIGHT)),(S/2) 
K,(401+n), (INCR_1(1,n)-(HEIGHT)),(-S/2) 









! REDEFINE AREA 
AL, ALL 
! DEFINE CONDIÇÃO DE SIMETRIA 
DL,4,1,SYMM 
DL,5,1,SYMM 





































! ENERGIA DE DEFORMAÇÃO POR ELEMENTO 
ETABLE,SENE,SENE 
! VOLUME POR ELEMENTO 
ETABLE,VOLU,VOLU 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
! SELEÇÃO DOS NÓS PARA O COMANDO LPATH 
NODENUMBER_TIP = NODE(A,0,0) 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
! IMPRIME KI (1,n+1) 
*CFOPEN,result_KI,resu,,APPEND 





! IMPRIME KII (1,n+1) 
*CFOPEN,result_KII,resu,,APPEND 





! IMPRIME K(1,1)  
*CFOPEN,RESULTS,resu,,APPEND 
! GUARDA KI 
*GET,RESULTS(n+1,1),CINT,1,CTIP,NODENUMBER_TIP,CONTOUR,10,DTYPE,K1 
*VWRITE,RESULTS(n+1,1) 














K1 = KI(1,n+1)/SQRT(1000) 












! ÂNGULO DE INCLINAÇÃO DO INCREMENTO 
TETA_I = TETA_A 
TETA_D = TETA_MTS 




KEQ = ((K1**4)+(8*(K2**4)))**(1/4) 
*IF,KEQ,GT,100,THEN 
CASO_1 = CASO_1+1 
*ENDDO 
*ELSE 
! LIMPA A MALHA  
*IF, N, LT, NP, THEN 
CASO_2 = CASO_2+1 
ACLEAR, ALL 
















9.3 APÊNDICE C – CÓDIGO DA ROTINA NA LIGUAGEM APDL PARA 
PROPAGAÇÃO DE TRINCA CENTRAL EM UMA PLACA 
 





/TITLE, PLACA COM TRINCA CENTRAL (1/2) 
/COM, ****** TRINCA 2D - UTILIZANDO ELEMENTO PLANE183 ****** 
 
! ELEMENTO TRIANGULAR PLANE183 (0 - Plane stress; 1 - Axisymmetric; 2 -Plane 
strain ;3 - Plane stress with thickness input) 
ET,1,PLANE183,1,,0,,,0 
CASO_1 = 0 
CASO _2 = 0 
!PROPRIEDADES DO MATERIAL  
MP,EX,1,2.1E5   !MPa 
MP,PRXY,1,0.3   !SEM UNIDADE 
PI = ACOS(-1)   !SEM UNIDADE 
 
! DIMENSÕES DO ESPÉCIME 
 
W=20     !mm (LARGURA DO ESPÉCIME) 
H=120    !mm (ALTURA DO ESPÉCIME) 
 
D_1=5    !mm (DIÂMETRO DO FURO) 
 
S=0.1    !mm (DISTÂNCIA ENTRE AS FACES DA TRINCA) 
 
! ÂNGULO DE ABERTURA DA TRINCA (GRAUS) 
ALFA = 60 
GAMA = (ALFA/2)*(PI/180) 
HEIGHT = S*COS(GAMA)/(2*SQRT(1-(COS(GAMA)**2))) 
 
 
! NÚMERO DE PASSOS DE PROPAGAÇÃO 
NP = 14 












































!CRIAÇÃO DA ÁREA 
 
AL,ALL 











































! ENERGIA DE DEFORMAÇÃO POR ELEMENTO 
ETABLE,SENE,SENE 
! VOLUME POR ELEMENTO 
ETABLE,VOLU,VOLU 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
! SELECIONA OS NÓS PARA O LPATH 






! IMPRIME KI(1,1)  
*CFOPEN,result_KI,resu,,APPEND 





! IMPRIME KII(1,1)  
*CFOPEN,result_KII,resu,,APPEND 








! IMPRIME K(1,1)  
*CFOPEN,RESULTS,resu,,APPEND 
! GUARDA KI 
*GET,RESULTS(1,1),CINT,1,CTIP,NODENUMBER_TIP,CONTOUR,10,DTYPE,K1 
*VWRITE,RESULTS(1,1) 











K1 = KI(1,1)/SQRT(1000) 












! INCLINAÇÃO DO INCREMENTO DE TRINCA 
TETA_I = 0 
TETA_D = TETA_MTS 
TETA_A = TETA_I + TETA_D 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
! CONDIÇÃO PARA A PROPAGAÇÃO DA TRINCA 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
/PREP7 
! LIMPA A MALHA  
ACLEAR,ALL 










INCR_1(1,n) = INCR 
INC_1(1,1) = INCR 
A(1,n+1) = INC_1(1,n) + INCR 
INC_1(1,n+1) = INC_1(1,n) + INCR 
 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
! MUDANÇA DO PONTO DE INICIAÇÃO DA TRINCA  
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
/PREP7 
! CRIA O KEYPOINT 500+n EM NOVA POSIÇÃO 
K,(500+n),INCR_1(1,n),0 
! CRIA O KEYPOINT 301+n E 401+n QUE ACOMPANHARAM A TRINCA 
K,(301+n),(INCR_1(1,n)-(HEIGHT)),(S/2) 
K,(401+n), (INCR_1(1,n)-(HEIGHT)),(-S/2) 









! REDEFINE AREA 
AL, ALL 
! DEFINE CONDIÇÃO DE SIMETRIA 
DL,4,1,SYMM 
DL,5,1,SYMM 





































! ENERGIA DE DEFORMAÇÃO POR ELEMENTO 
ETABLE,SENE,SENE 
! VOLUME POR ELEMENTO 
ETABLE,VOLU,VOLU 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
! SELEÇÃO DOS NÓS PARA O COMANDO LPATH 
NODENUMBER_TIP = NODE(A,0,0) 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! 
! IMPRIME KI (1,n+1) 
*CFOPEN,result_KI,resu,,APPEND 





! IMPRIME KII (1,n+1) 
*CFOPEN,result_KII,resu,,APPEND 





! IMPRIME K(1,1)  
*CFOPEN,RESULTS,resu,,APPEND 
! GUARDA KI 
*GET,RESULTS(n+1,1),CINT,1,CTIP,NODENUMBER_TIP,CONTOUR,10,DTYPE,K1 
*VWRITE,RESULTS(n+1,1) 














K1 = KI(1,n+1)/SQRT(1000) 












! ÂNGULO DE INCLINAÇÃO DO INCREMENTO 
TETA_I = TETA_A 
TETA_D = TETA_MTS 




KEQ = ((K1**4)+(8*(K2**4)))**(1/4) 
*IF,KEQ,GT,100,THEN 
CASO_1 = CASO_1+1 
*ENDDO 
*ELSE 
! LIMPA A MALHA  
*IF, N, LT, NP, THEN 
CASO_2 = CASO_2+1 
ACLEAR, ALL 



















9.4 APÊNDICE D – CÓDIGO DA ROTINA NA LIGUAGEM APDL PARA 
PROPAGAÇÃO DE TRINCA EM UMA PLACA COM UM FURO ELÍPITICO 
 






/TITLE, PLACA COM FURO ELIPITICO (1/4) 
/COM, ****** TRINCA 2D - UTILIZANDO ELEMENTO PLANE183 ****** 
 
! ELEMENTO TRIANGULAR PLANE183 (0 - Plane stress; 1 - Axisymmetric; 2 -Plane strain ;3 
- Plane stress with thickness input) 
ET,1,PLANE183,1,,0,,,0 
 
!PROPRIEDADES DO MATERIAL  
MP,EX,1,2.1E5   !MPa 
MP,PRXY,1,0.3   !SEM UNIDADE 
 
!DIMENSÕES DA PLACA 
W=200     !mm (LARGURA DO ESPÉCIME) 
H=300      !mm (ALTURA DO ESPÉCIME) 
 
!DIMENSÕES DO FURO ELÍPTICO E TAMANHO DA TRINCA 
a=5       !mm (EIXO MAIOR DA ELIPSE - a) 
b=1.25  !mm (EIXO MENOR DA ELIPSE - b) 
TIP=16.7 !mm (TAMANHO DA TRINCA) 
c=b/a 
 




















!GERAÇÃO DAS LINHAS A PARTIR DOS KEYPOINTS 
L,12,1 
L,1,2 
L,2,3    














LOCAL,13,1,0,0,0, , , ,c,1   !ELIPSE 
L,7,8 
 




















!TAMANHO DOS ELEMENTOS NA PONTA DA TRINCA 
R=0.004 
 
!DEFINE AS CARACTERÍSTICAS DOS ELEMENTOS NA PONTA DA TRINCA 
KSCON,9,R,1,10,0.5 
 
!LOCAL COORDINATE SYSTEM 
LOCAL,12,0,TIP,0,0, , , ,1,1  
 

















































9.5 APÊNDICE E – FIGURAS E TABELAS COM OS VALORES DAS FIGURAS 
APRESENTADOS NESTA DISSERTAÇÃO 
 
 
Tabela 9-1– Dados da figura 4-1 (estudo de convergência de malha). 
Tamanho da 



































Tabela 9-2– Dados da figura 5-1 (fator intensidade de tensão). 
Δa s FIT proposto FIT Lukás FIT Numério 
0,20 0,0385 3,893867 4,063586 4,009000 
0,30 0,0566 4,057178 4,250256 4,131300 
0,40 0,0741 4,146958 4,353785 4,193270 
0,50 0,0909 4,203932 4,419655 4,243300 
0,60 0,1071 4,243765 4,465267 4,286300 
0,70 0,1228 4,274012 4,498725 4,322050 
0,80 0,1379 4,298889 4,524318 4,357650 
0,90 0,1525 4,320952 4,544529 4,391150 
1,00 0,1667 4,341799 4,560894 4,419400 
2,00 0,2857 4,583632 4,636787 4,739050 
3,00 0,3750 4,886679 4,662940 5,049500 
4,00 0,4444 5,202585 4,676183 5,346000 
5,00 0,5000 5,513609 4,684183 5,630000 
6,00 0,5455 5,815002 4,689540 5,905500 
7,00 0,5833 6,105874 4,693377 6,164500 
8,00 0,6154 6,386524 4,696261 6,417000 
9,00 0,6429 6,657608 4,698508 6,661000 
10,00 0,6667 6,919857 4,700308 6,897000 
11,00 0,6875 7,173974 4,701782 7,125500 
12,00 0,7059 7,420606 4,703011 7,350000 
13,00 0,7222 7,660334 4,704053 7,567000 
14,00 0,7368 7,893679 4,704946 7,775000 
15,00 0,7500 8,121103 4,705720 7,983500 
16,00 0,7619 8,343021 4,706398 8,186500 
17,00 0,7727 8,559801 4,706996 8,385000 
18,00 0,7826 8,771776 4,707528 8,580500 
19,00 0,7917 8,979244 4,708004 8,770000 
 
Tabela 9-3– Tabela da figura 5-2 (fator intensidade de tensão). 
b a/b FIT proposto FIT Lukás FIT Numérico 
0,25 20,0000 4,0499 4,2737 4,0672 
0,30 16,6667 4,0568 4,2842 4,0689 
0,35 14,2857 4,0638 4,2928 4,0708 
0,40 12,5000 4,0703 4,2995 4,0729 
0,45 11,1111 4,0757 4,3044 4,0752 




0,55 9,0909 4,0829 4,3088 4,0802 
0,60 8,3333 4,0843 4,3084 4,0790 
0,65 7,6923 4,0844 4,3063 4,0814 
0,70 7,1429 4,0831 4,3025 4,0839 
0,75 6,6667 4,0804 4,2972 4,0865 
0,80 6,2500 4,0765 4,2904 4,0844 
0,85 5,8824 4,0712 4,2822 4,0868 
0,90 5,5556 4,0647 4,2726 4,0945 
0,95 5,2632 4,0571 4,2617 4,0919 
1,00 5,0000 4,0483 4,2495 4,0945 
1,50 3,3333 3,9107 4,0748 3,9600 
2,00 2,5000 3,7179 3,8461 3,8109 
2,50 2,0000 3,5085 3,6069 3,5818 
3,00 1,6667 3,3047 3,3801 3,3538 
3,50 1,4286 3,1167 3,1750 3,1574 
4,00 1,2500 2,9479 2,9936 2,9746 
4,50 1,1111 2,7982 2,8344 2,8020 
5,00 1,0000 2,6660 2,6952 2,6732 
5,50 0,9091 2,5493 2,5732 2,5475 
6,00 0,8333 2,4462 2,4659 2,4479 
6,50 0,7692 2,3547 2,3712 2,3754 
7,00 0,7143 2,2731 2,2871 2,2682 
7,50 0,6667 2,2002 2,2122 2,2029 
8,00 0,6250 2,1347 2,1450 2,1365 
8,50 0,5882 2,0756 2,0845 2,0890 
9,00 0,5556 2,0220 2,0299 2,0331 
9,50 0,5263 1,9733 1,9802 1,9842 
10,00 0,5000 1,9289 1,9350 1,9388 
11,00 0,4545 1,8507 1,8557 1,8594 
12,00 0,4167 1,7844 1,7884 1,7832 
13,00 0,3846 1,7273 1,7307 1,7289 
14,00 0,3571 1,6778 1,6806 1,6728 
15,00 0,3333 1,6345 1,6369 1,6366 
16,00 0,3125 1,5963 1,5983 1,6028 
17,00 0,2941 1,5623 1,5641 1,5686 
18,00 0,2778 1,5319 1,5335 1,5381 




Tabela 9-4– Dados da figura 5-3 (fator intensidade de tensão). 
b a/b FIT proposto FIT Lukás FIT Numérico 
1,00 5,000 7,3391 4,6031 7,28250 
1,25 4,000 7,3474 4,7027 7,28200 
1,50 3,333 7,3508 4,8009 7,28600 
1,75 2,857 7,3501 4,8978 7,28850 
2,00 2,500 7,3461 4,9932 7,29200 
2,50 2,000 7,3307 5,1795 7,30000 
3,00 1,667 7,3093 5,3594 7,31000 
3,50 1,429 7,2853 5,5327 7,32100 
4,00 1,250 7,2615 5,6989 7,33750 
4,50 1,111 7,2400 5,8580 7,35450 
5,00 1,000 7,2221 6,0099 7,37150 
5,50 0,909 7,2086 6,1544 7,39450 
6,00 0,833 7,2001 6,2916 7,41600 
6,50 0,769 7,1966 6,4215 7,44050 
7,00 0,714 7,1981 6,5442 7,46400 
7,50 0,667 7,2044 6,6598 7,49000 
8,00 0,625 7,2150 6,7685 7,51850 
8,50 0,588 7,2295 6,8705 7,54500 
9,00 0,556 7,2474 6,9659 7,57200 
9,50 0,526 7,2682 7,0551 7,59900 
10,00 0,500 7,2914 7,1382 7,62500 
11,00 0,455 7,3431 7,2874 7,67800 
12,00 0,417 7,3988 7,4157 7,72700 
13,00 0,385 7,4558 7,5253 7,77350 
14,00 0,357 7,5118 7,6181 7,81500 
15,00 0,333 7,5650 7,6963 7,85200 
16,00 0,313 7,6144 7,7615 7,88600 
17,00 0,294 7,6594 7,8155 7,90700 
18,00 0,278 7,6995 7,8597 7,93550 
19,00 0,263 7,7346 7,8955 7,95150 
20,00 0,250 7,7650 7,9240 7,97250 
21,00 0,238 7,7909 7,9462 7,98550 
22,00 0,227 7,8124 7,9630 7,99950 
23,00 0,217 7,8301 7,9752 8,00750 
24,00 0,208 7,8441 7,9835 8,01250 
25,00 0,200 7,8550 7,9884 8,01600 
26,00 0,192 7,8631 7,9905 8,01700 
27,00 0,185 7,8685 7,9901 8,01650 
28,00 0,179 7,8718 7,9877 8,01400 
29,00 0,172 7,8731 7,9835 8,01100 
30,00 0,167 7,8727 7,9778 8,00500 




32,00 0,156 7,8677 7,9630 7,99400 
33,00 0,152 7,8634 7,9543 7,99050 
34,00 0,147 7,8582 7,9448 7,98350 
35,00 0,143 7,8521 7,9348 7,97600 
36,00 0,139 7,8454 7,9243 7,96800 
37,00 0,135 7,8381 7,9134 7,95950 
 
Tabela 9-5 – Dados da figura 5-4 (fator de forma em função de α). 
KI a F (NUMÉRICO) F(CALCULADO) α=a/b 
10,8989 4,0000 1,025 1,021 0,20 
12,3594 5,0000 1,039 1,034 0,25 
13,7821 6,0000 1,058 1,051 0,30 
15,2132 7,0000 1,081 1,073 0,35 
16,6931 8,0000 1,110 1,100 0,40 
18,2624 9,0000 1,145 1,134 0,45 
19,9670 10,0000 1,187 1,176 0,50 
21,8636 11,0000 1,240 1,228 0,55 
24,0278 12,0000 1,304 1,292 0,60 
26,5669 13,0000 1,386 1,374 0,65 
29,6439 14,0000 1,490 1,478 0,70 
33,5247 15,0000 1,628 1,617 0,75 
38,6883 16,0000 1,819 1,808 0,80 
46,1223 17,0000 2,104 2,093 0,85 
58,3605 18,0000 2,587 2,574 0,90 
 
Tabela 9-6 – Dados da figura 5-6 (Trajetória da trinca). 
DADOS AUTOR DADOS ARTIGO 
X Y x Y 
4,0000 0,0000 4,0000 0,0000 
4,9998 0,0223 4,4596 0,0012 
5,9989 0,0626 5,4534 0,0286 
6,9964 0,1334 6,4845 0,0812 
7,9877 0,2656 7,4534 0,2336 
8,9685 0,4604 9,0435 0,5751 
9,9314 0,7302 10,0248 0,8276 
10,9807 1,0446 11,0801 1,0805 






Figura 9-1 – Caminho da trinca para a/b=3/ (1/6). 
 
 





Figura 9-3– Caminho da trinca para a/b=3/ (1/2). 
 
 





Figura 9-5 – Caminho da trinca para a/b=3/3. 
 
 










Figura 9-8 – Caminho da trinca para a/b=3/12. 
 
